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Abstract 

These lectures aim at giving graduate students an introduction to and a working knowledge of path integral 
methods in a wide variety of fields in physics. Consequently, the lecture notes are organized in three main 
parts dealing with non-relativistic quantum mechanics, many-body physics and field theory. In the first part 
the basic concepts of path integrals are developed in the usual heuristic, non-mathematical way followed 
by the standard examples of quadratic Lagrangians for which the path integrals can be solved exactly. 
Applications include perturbation theory, semi-classical expansions, scattering problems, tunneling processes 
and the representation of Green functions as path integrals. It is shown how (euclidean) path integrals can 
be treated numerically by Monte-Carlo methods with a program for the anharmonic oscillator as an explicit 
example. The second part deals with the application of path integrals in statistical mechanics and many- 
body problems. Various chapters treat the partition function, the polaron problem as a non-relativistic 
field theory, dissipative quantum systems, path integrals over ordinary and Grassmannian coherent states 
and perturbation theory for both bosons and fermions. Again a simple Fortran program is included for 
illustrating the use of strong-coupling methods in the polaron problem. Finally, in the third part path 
integrals in relativistic quantum field theory are discussed. Standard topics like the generating functional 
for Green functions, perturbative expansions, effective actions and quantization of gauge theories are treated. 
Some special applications (the wordline formalism and spin in relativistic path integrals, the derivation of 
anomalies by path integral methods) are contained in additional chapters. The last section tries to give a 
simple introduction into lattice (gauge) field theory including a numerical example which can be run on a 
PC. The set of problems which accompanied the lectures is also included in the present notes. 
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Literatur: 

Es gibt eine Vielzahl von Biichern, die Pfadintegrale entweder hauptsachlich oder teilweise behandeln. Eine 
kleine Auswahl folgt, wobei diejenigen, denen ich vorzugsweise folge, durch das Symbol Jl» gekennzeichnet sind. 

Kapitel 1 : 

• R. P. Feynman and A. R. Hibbs: Quantum Mechanics and Path Integrals, McGraw-Hill (1965). 

• L. S. Schulman: Techniques and Applications of Path Integration, John Wiley (1981). Jit 

• J. Glimm and A. JafFe: Quantum Physics: A Functional Point of View, Springer (1987). 

• G. RoepstorfF: Path Integral Approach to Quantum Physics, Springer (1994). 

• G. W. Johnson and M. L. Lapidus; The Feynman Integral and Feynman's Operational Calculus, 
Oxford University Press (2000). 

• J. Zinn-Justin: Path Integrals in Quantum Mechanics, Oxford University Press (2006). 
Kapitel 2 : 

• R. P. Feynman: Statistical Mechanics, Benjamin (1976). 

• V. N. Popov: Functional Integrals in Quantum Field Theory and Statistical Physics, Reidel (1983). 

• J. W. Negele and H. Orland: Quantum Many-Particle Systems, Addison- Wesley (1987). ^ 

• J. Zinn-Justin: Qitaniwm Fie/d T/ieor?/ and Crziica/ P/ienomena, Oxford University Press, 4th ed. (2002) 

• H. Kleinert: Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics Polymer Physics, and Financial Markets, 
3rd ed., World Scientific (2004). 

Kapitel 3 : 

• C. Itzykson and J.-B. Zuber: Quantum Field Theory, McGraw-Hill (1980), chapter 9. J|k 

• T. -P.Cheng and L.-F. Li: Gauge Theory of Elementary Particle Physics, Clarendon (1988), chapters 
1,9. * 

• R. J. Rivers: Path Integral Methods in Quantum Field Theory, Cambridge University Press (1990). 

• I. Montvay and G. Miinster: Quantum Fields on a Lattice, Cambridge University Press (1994). 

• M. E. Peskin and D. V. Schroeder: An Introduction to Quantum Field Theory, Addison- Wesley 
(1995), chapter 9. J|k 

• V. Parameswaran Nair: Quantum Field Theory. A Modern Perspective, Springer (2005). J|k 

• H. J. Rothe: Lattice Gauge Theories. An Introduction, 3rd ed.. World Scientific Lecture Notes in 
Physics, vol. 74, World Scientific, Singapore (2005). 
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Vorkenntnisse: 

Quantenmechanik I, (II), etwas statistische Mechanik, Grundbegriffe der Feldtheorie. 



Ubungen: 

Tcilnahmc an den Ubungen wird stark empfohlen - nach dcm Motto 



"I hear - and I forget, 
I see - and I remember, 
I do - and I understand !" 

(Chinesisches Sprichwort 0) 



Anmerkungen: 

Um im "Dschungel" der (iiber 1000 nummerierten) Gleichungen etwas Orientierung zu finden, sind die wichtig- 
sten Gleichungen eingerahmt, und zwar nach dem Schema: 



grundlegend I ( 9 mal) 



sehr wichtig I ( 23 mal) 



wichtig I ( 92 mal) 



wobei man sich iiber meine Einordnung in diese Kategorien natiirhch streiten kann . . . 
Die "Vcrtiefungen" im Kleindruck kann man bei einem ersten Studium iiberspringen. 

Auf zusatzliche Literatur wird im Text in geschweiften Klammern, z. B. {Weiss}, hingewiesen; diese ist am 
Schluss alphabetisch geordnet. Original- Arbeiten werden mit fortlaufenden Zahlen zitiert, z. B. [11], und sind 
am Schluss vor den Ubungsaufgaben gesammelt. 



^Es wird Xunzi , auch Hsiin-Tse oder Hsiin-Tzu, cincm konfuzianischcm Philosophen (etwa 298 - 220 v. Chr.) zugcschrieben 
(siehe |http://de.wikipedia.org/wiki/Xunzi| . 
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Trotz dcs Wortcs "Integral" im Titel werden i. a. keine speziellen Integrale benotigt - das einzige Integral, 
das imnier wieder in alien moglichen (multidimensionalen) Verallgemeinerungen auftaucht, ist das gaufische 
Integral 



(0.1) 




Beweis: Bcrcchne 

/ dx dy cxp —a{x + y ) 
in Polarkoordinatcn x — rcos0,y — r sin 0, dxdy — rdrd(p . Dann crhalt man 



(a) — / dcp I dr r cxp[ — ar ) — Ztt I dr I oxp( — ar } — — 

Jo JO Jo \ 2a dr J a 



(0.2a) 



(0.2b) 



Die Bedingung fiir den komplexcn Parameter a benotigt man fiir die Konvcrgenz des Integrals, bzw. fiir das Vcrschwinden des ausintc- 
grierten Terms im Unendlicncn. 



Ein personliches Nachwort zum Vorwort (nullten Kapitel): 

Diese Aufzeichnungen entstanden als Skript zu Vorlesungen, die icli zuerst an den Universitaten Mainz und 
Hannover, sowie iiber viele Jahre an der ETH Ziirich gehalten habe. Seit langem fasziniert mich die Eleganz 
und Vielseitigkeit dieser Beschreibung der Quantenwelt und ich hoffe, dass dieses Skript beides - Schonheit 
und Brauchbarkeit - ein wenig vermitteln kann. Ausser dem notwendigen "Kanon" habe ich im Laufe der 
Zeit cinzelnc Kapitel iiber Themen hinzugcfiigt, die mich selber interessiert haben oder zu denen ich eigene 
Bcitrage gcliefcrt habe. Dadurch ist eine sehr personlich gefarbtc Ansammlung von Anwendungcn der Pfad- 
/Funktional-Integrale in der Quantenpliysik[^ entstanden, die fiir manche vielleicht ihren Reiz haben wird, aber 
offensichtlich weder an Tiefe noch an Vollstandigkeit ein Lehrbuch ersetzen kann. Aus innerer Uberzeugung 
(und mangelnden Kenntnissen) habe ich auch nicht versucht, das feynmansche Pfadintegral mathematisch 
streng herzuleiten, sondern habe den iiblichen, heuristisch-anschaulichen Weg gewahlt. Dass man mit diesen 
Objekten auch (numerisch) rechnen kann, sollen kleine FORTRAN-Programme illustrieren, in denen die Monte- 
Carlo-Methoden cine wichtige RoUc spiclen. 

In dicsem Skript habe ich mich auch bemiiht, kcin "Denglisch" zu schrciben; allcrdings habe ich das "6" 
geopfert, well ich mich zwischcn alter und neuer Rechtschreibung, sowie schweizer Regel nicht mehr zurechtfand. 
Eine Ausnahme bleiben Eigennamen wie "Gaufi" und "Grafimann" : zum Einen, weil diese Grossen (Grofien) 
sich so schrieben; zum Anderen, weil "gaufisches Integral" einfach besser aussieht als "Gausssches Integral"... 

Dank an alle Studenten, die "dummc Fragen" gestellt haben, die ich zuerst nicht bcantwortcn konntc, die 
dann aber ein besseres Verstandnis des Stoffcs bei mir bewirkt haben (natiirlich blcibcn allc Fchler und Un- 
zulanglichkeiten dieses Skripts in meiner Verantwortung). Nadia Fettes und Mirko Birbaumer fanden Fehler im 
abgedrucktcn Gittcr-Programm, die mir entgangen warcn. Zwci Dankeswortc soUte ich auf Englisch schreiben: 
I would like to thank Qiang Li who unearthed the original Chinese proverb for me when he was in the Theory 
Group of PSI. Valeri Markushin came to my rescue when my proven drawing program suddenly became ob- 
solete ... Mit Julien Carron hatte ich eine erfreuliche Zusammenarbeit iiber komplexe gaufische Integrale und 
andere Kuriositaten. Dank schliefilich auch an Matthias, der mich auf die Gefahren des Auslassungszeichens 
aufmerksam gemacht hat (www.deppenapostroph.de). 



Villigen PSI, April/Juh 2012 Roland Rosenfelder 

^Aus aktucUcn Griindcn habe ich auf Anwendungcn in der Finanzwirtschaft verzichtet .... 
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1. Pfadintegrale in der nichtrelativistischen Quantenmechanik eines 
Teilchens 

1.1 Wirkungsprinzip und Summe iiber alle Pfade 

Es gibt im wcscntlichcn drci Formulierungen [f| dcr Quantenmechanik: 

• Matrizenmechanik (Heisenberg 1925) 

• Wellenmechanik (Schrodinger 1926) 

• Pfadintegrale (Feynman 1942/1948) 

Die ersten beiden Versionen, deren Aquivalenz sehr bald von Schrodinger, Dirac u.a. gezeigt wurde, werden in 
jedcm Quantcnmcchanik-Kurs. bzw. -Buch vorgestellt; die letzte ist Gegenstand dieser Vorlesung. Sie wurde 
von Feynman |2l entwickelt und basiert auf eincr Arbeit von Dirac |3] (beide abgedruckt in 0]). Lange Zeit 
gait diese Formulierung als zu schwierig und fiir praktische Zwecke nutzlos, als dass sie in eincm Lehrbuch 
dargestellt werden miisste. Dabei sind die feynmanschen Pfadintegrale begrifflich anschaulicher und verlangen 
weit weniger radikale Abkehr von den Vorstellungen der klassischen Physik (an die wir alle gewohnt sind) als 
die iibliche Quantenmechanik mit ihren Operatoren und Zustandsvektoren im Hilbertraum. 

Was die praktische Seite der verschiedenen Formulierungen angeht, so ist unbestritten, dass fiir viele Prob- 
leme die Wellenmechanik Schrodingers am schnellsten und einfachsten zu Resultaten fiihrt: etwa beim Berech- 
nen der stationaren Zustande eines Teilchens in einem gegebenen Potential. Bei Mehrteilchen-Problemen 
jedoch ist die Schrodingergleichung von untergeordneter Bedeutung und die Matrizenmechanik Heisenbergs 
spielt eine grossere Rolle (z. B. beim Diagonalisieren der Hamilton-Matrix in einem bestimmten Unterraum). 
In ahnlieher Weise ist die Methode der Pfadintegrale ein unentbehrliches Werkzcug in der Feldtheorie gewor- 
den: die Feynman-Regeln fiir niehtabelsehe Eichtheorien wurden damit zuerst abgeleitet und die Versuche, 
die Feldtheorie der starken Weehselwirkung numerisch zu behandeln, basieren direkt auf der (euklidischen) 
Pfadintegral-Darstellung der Quantenchromodynamik. 

Was diese Methode dariiber hinaus auszeichnet, ist ihre Anwendbarkeit in sehr vielen Teilbereichen der 
Physik. Diese "Vereinheitlichung" diverser Teilgebiete hilft nicht nur beim Verstandnis, sondern gibt auch 
Anregungen, neue Methoden anzuwenden, die in anderen Bereichen erfolgreich waren. 

Eine Warnung: das feynmansche Pfadintegral ist bis auf spezielle Falle (euklidische Formulierung, d.h. fiir 
imaginare Zeiten — >■ Brown'sche Bewegung — > Wiener-Integrale) mathematisch nicht sauber definiert. Es 
gibt zahllose Versuche und Formulierungen, es auf mathematisch gesunde Beine zu stellen (siehe z. B. das in 
der Literatursammlung angegebene Werk von Johnson & Lapidus oder [5]). Dies wird uns im Folgenden 
nicht wesentlich kiimmern - die mathematische Rigorositat hinkt ja in den meisten Fallen der physikalischen 
Intuition weit hinterher. 

Feynman entwickelte seine Formulierung der Quantenmechanik in enger Analogic zur klassischen Mechanik. 
Zuerst daher ein kurzer Abriss der wesentlichen Aspekte der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik. 

Klassische Mechanik 

Ein System (zur Vereinfachung: ein Massenpunkt in einer Raumdimension) mit der/den Koordinate/n q{t) 
wird durch die Lagrange-Funktion 

L{q{t),q{t),t) (1-1) 

■^Der Artikel [l| zahlt dagegen ncun ! 
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beschrieben. Seine dynamische Entwickluiig, d.h. sein Weg (oder "Pfad") vom Anfangspimkt q{ta) = Qa zum 
Endpunkt q{tb) = qt verlauft dermassen, dass unter alien moglichen Wegen derjenige gewalilt wird, der die 
Wirkung 




(1.2) 



minimal (genauer gesagt: extremal) macht: 



5S = 



(1.3) 



(hamiltonsclies Prinzip oder Prinzip der "kleinsten" Wirkung). Daraus folgen dann in bekannter Weise die 
Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange-Gleichungen) 



£dL _ dL _ ^ 
dt dq dq 



(1.4) 



Eine alternative Formulierung ist diejenige iiber die Hamilton-Funktion des Systems: man definiert den 
konjugierten Impuls 

P - (1.5) 



und bildct die Hamilton-Funktion 



Hip{t),q{t),t) = [p-q - Liq,q,t)].^. 



(P) 



Die Hamilton-Glcichungen 



konnen ebenfalls aus einem Extremalprinzip der Wirkung 



SS ^ 6 J dt[p-q - H{p{t),q{t),t)] = 



(1.6) 



(1.7) 



(1- 



durch unabhangigc Variation nach p und q gewonnen werden. 



Quantenmechanik 

In der klassischen Mechanik scheint die Natur verschiedene Wege zu "vergleichen" , um dann den Weg extremaler 
Wirkung zu "wahlen" . Dies ist auch der Fall in der Optik, solange die Wellenlange des Liclites sehr viel kleiner 
ist als die typischen Abmcssungen des Systems. Wenn jedoch beide Grossen vergleichbar sind, beobachten wir 
das typische Interfcrcnzvcrhalten von Wellen, z. B. bei Bcugung an einem Doppelspalt: 
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Doppelspalt 



Schirm 



Abb. 1 : Beugung von Wellen an einem Doppelspalt. 



Die vcrschiedenen Wcgc spielen nun cine entschcidcndc Rollc, da die gestreute Welle sieh aus zwei Anteilen 
zusammensetzt 

$ oc e^'^'i + 6*'='= (1.9) 

{k: Wellenzahl). Die Intensitat am Detektor (Schirm) ist proportional zu |$p und zeigt die typisclien Beugmigs- 
Minima und -Maxima. 

Es ist nun cin entscheidendes experimentelles Faktum, dass auch Matcrie-Teilchen (etwa Elektroncn oder Neu- 
troncn) DifFraktions-Effekte beim Durchgang durch Spalte oder Streuung an Kristallen zeigen, wenn ihre de- 
Broglie-Wellenlange vergleichbar ist mit den Dimensionen des abzubildenden Objektes (fiir Elektronen wurde 
dies erstmals von Davisson und Germer 1927 gezeigt). 

Die quantenmechanische Beschreibung dieses Effektes postuliert eine Wahrscheinlichkeits- Amplitude, die 
eine Uberlagerung der zwei moglichen Amplituden (fiir den Durchgang durch den jeweiligen Spalt) ist: 

$ = $1 + $2 , (1-10) 

und die Wahrscheinlichkeit, das Elektron am Ort des Detektors anzutreffen, ist 

W - . (1.11) 

Mit anderen Worten: 

Man muss iiber die verschiedenen (nicht beobachteten) alternativen Arten, wie ein Ereignis passieren kann, 
summieren. 

Stellen wir uns jetzt vor, dass wir immer mehr Locher in den Schirm bohren, bis dieser nicht mehr vorhanden 
ist, und dass wir immer mehr Schirme in den Zwischenraum zwischen Quelle und Detektor stellen, mit denen 
wir ebenso verfahren, dann haben wir 



$(a,&) = 

allc Pfadc von a nach b 



(1.12) 
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X 




t 



Abb. 2 : Quantcnmcchanischc Propagation eines Teilchens von a nach b. Dor klassischc Pfad ist 
durch cine rote Linie gckcnnzeichnet. 

Es bleibt natiirlich noch zu prazisieren, wie diese Summe iiber "alle Pfade von a nach 5" auszufiihrcn ist und mit 
wclchcm Gewicht jeder Pfad beitragt. Die Beantwortung der ersten Frage fiihrt zu Funktional-Integralen, 
mit dencn wir uns im nachstcn Abschnitt beschaftigen werden, wahrend das Problem der Gewichtung in heuris- 
tischer Weise zu losen ist: da das plancksche Wirkungsquantum H die Dimension einer Wirkung besitzt und die 
QuantenefFekte bestimmt, ist es nicht verwunderhch, dass die Regel lautet: 

Alle Pfade tragen betragsmdssig gleich bei, aber mit verschiedener Phase: die Phase jeden Pfades x{t) ist seine 
klassische Wirkung S[x{t)] geteilt durch h : 



Ha,b) = 



allc Pfadc von a nach b 



const, e 



iSlx(t)]/h 



(1.13) 



Mit dieser Vorschrift ist der klassische Grenzfall (formah h 0) sofort zu voUziehen: wenn alle Wirkungen 
S ^ h sind, ergibt dies ungeheure Oszillationen der Exponentialfunktion, d.h. zu jedem Pfad, der einen 
positiven Beitrag ergibt, findet sich ein benachbarter Pfad, der einen negativen beisteuert und damit ausloscht. 
Es bleibt dann nur die Umgebung des speziellen Pfades iibrig, fiir den die Phase stationar ist 



klassisch 







(1.14) 



und nur eine Bahnkurve, die klassische Trajektorie, tragt zur Summe iiber alle Pfade bei. 

Vertiefung 1: Grossenordnungen 

Es ist instruktiv, die Grossc der Wirkung fiir zwei unterschiedliche Systeme durch einfache Dimensions- Analyse abzuschatzen: nehmen 

wir zuerst einc mechanische Armbanduhr, die bewe^liche Teile mit einer approximativen Grosse d ~ 10~ m, Masse m ~ 10~ kg und 
typischen Zeit i ~ 1 s hat. Dann ist die charakteristische Wirkung dieses Systems 



m d t 



10" 



■ Js ~ 10^^ h . 



Wenn wir dagcgen einen Mikroprozessor betrachten, der das Herzstiick jedes Computers darstellt, dann wissen wir, dass seine integrierten 
Schaltkreise typischerweise d ~ 0.2/im — 2 ■ 10~^ m dick sind und er mit Elektronen ( m ~ 10^^° kg ) operiert. Bei einer Taktfrequenz 
von 1 GHz, was einer Kreisfrequenz von u; ~ 6 GHz cntspricht, ist dann die typischc Wirkung 

52 ~ md^ u) ~ 2.4 ■ 10"^"^ Js ~ 2h . 

Obwohl also beide Systeme eine vergleichbarc (aussere) Grosse besitzen, muss der traditionelle Uhrmacher nichts von der Quantentheorie 
wissen, wahrend die Entwickler von Mikroprozessoren diese sehr wohl fiir ihre Arbeit benotigen. 



*Die Schreibweise bedeutet, dass S ein Funktional dcs Pfades x{t) ist, d.h. eine Zahl, die jcdcr Trajektorie zugeordnct ist. 
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Natiirlich lasst sich die quantenmechanische Beschreibung auf diese Weise nicht aus der klassischen Mechanik 
ableiten, der klassische Grenzfall ist nur eine notwendige Bedingung der weitergehenden Theorie. Wir werden 
daher im nachsten Abschnitt den umgekehrten Weg gehen und aus der iiblichen quantenmechanischen Beschrei- 
bung das Pfadintegral herleiten. Dies wird sowohl die Wichtung der einzelnen Pfade als auch die Vorschrift fiir 
die Summation in direkter Weise ergeben. 



1.2 Lagrange-, Hamilton- und andere Formulierungen 



Im Folgenden werden alle quantenmechanischen Operatoren durch einen "Hut" gekennzeichnet. Wir nehmen 
ausserdem an, dass der Hamiltonoperator zeitunabhangig ist 



H = f + V, V = V{x) 
und bctrachtcn die Matrixelemente des Zeitentwicklungs-Operators @ 



(1.15) 



U{tb,ta) 



Xb 



(1.16) 



Wie wir sehen werden, enthah der Zeitentwicklungs-Operator alle Information iiber das System, die wir 
benotigen. 



Feynmans Pfadintegral 



Die Pfadintegral-Darstellung von U beruht auf der Zerlegung des Zeitintervalls tb — in N Einzel-Intervalle 

tb — ta 



e = 



N 



so dass 



N 



exp 



i{tb - ta)H/h = lim TT e-''" 



/h 



k=l 



Dies wird auch als Trotter'sche Produktformel bezeichnet. Nun gilt 



exp 



-it{f + v)lh 



= exp 



-ief/h 



■ exp 



-ieV/h +0{e^) 



(1.17) 



(1.18) 



(1.19) 



d.h. fiir infinitesimale Zeiten kann man (fast) die Nicht-Kommmutativitat der quantenmechanischen Opera- 
toren vergessen. Wcnn wir diesen Ausdruck in Gl. (jl.181) einsetzen und zwischen jeden Faktor den Einheitsop- 
erator 

f+OO 

1 = I dxj \x.j) {xj\ 



j = l,2...(iV-l) 



(1.20) 



^Oft wird auch die Schreibweisc ( xi,, ti, \ Xa,ta ) fiir dieses Matrixelement verwendet. 
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einschieben, ist es nur noch ein kleiner Schritt zum Pfadintegral; da fiir ein lokales Potential 
V{x) \ X >— V{x) \ X > gilt, erhaltcn wir 

^+00 



U{xb,tb;xa,ta) = lini 



dxi dx2 ■■■ dxN-i ( Xf, 



XN^l 



-ieT/h 



XN-1 



eT/h 



XN-2 ) e 



^~i<iV{xN-l)/fi 



-ieV{xN-2)/fi 



Xi 



eT/h 



^-teV{xa)/h 



(1.21) 



Wir benotigen jetzt die Matrixelemente von exp{—ief/h) zwischen Ortszustanden 

ief/h 



Xj+i 



= ^ / ^ dpj exp(-4— I e*P^ (^^+i-^^)/'', 



2'Kh 



00 



h 2m 



(1.22) 



wobei wir benutzt haben, dass T — p^/(2m) diagonal im Impulsraum ist. Das Integral in Gl. (I1.22p ist ein 
erweitertes gauBsches Integral, das wir durch quadratische Erganzung aus dem Grundintegral (|0.ip ableiten 
konnen: 




(1.23) 



Vertiefung 2: Komplexe gaufische Integrale 

Gcnaucr gcsagt ist das gcsuchtc Integral in Gl. Ill.22| l ein (erweitertes) PVesnel-Integral, das durch den Grenziibergang Re a — )■ aus 
dem Basis-Integral JO.H cntsteht: 



dx ( 



lim 

<5->0 + 



I dx 

TT r i 

— exp — 



-(5-ia) , 



lim 

iS-fO+ V <5 - 



rir r i 



— lim arctan 

2 5->0+ 

sgn(a) 



exp 



(a reell) 
\^ J sgn{a)j 



V2 



(1.24a) 



Man beachte, dass der rccllc Parameter a cin bclicbiges Vorzeichon haben darf. Hier und im Folgenden verstehen wir unter dcr Wurzcl einer 
komplexcn Grossc z den Hauptwert, d.h. den Zweig der zweiwertigen Wurzelfunktion, der einen positiven Realteil hat ({Handbook}, 
eq. 3.7.26) 

^/z :— ■\J \z\ exp ^ 2 ^ ^ ^ ' ""^ ^ ^^"^ z < 7T . (1.24b) 

Dies ist auch schon in Gl. JO.H zu nehmen, da die obige Definition im rcellen Fall mit der positiven Wurzel iibcrcinstimmt, die fiir einen 
positiven Integrandcn zu nehmen ist. Das gauCsche Integral mit komplcxem Parameter ist dahcr als einc analytische Fortsetzung dcs 
Ergcbnisses in der Umgebung der reellen Achse zu verstehen. 

Fine andere Moglichkeit, das Frcsnel-Integral mit unendlichcn Grenzcn zu bcrcchncn, besteht darin, es als Grcnzwcrt endlichcr Fresncl- 
Integralc zu betrachten: 

r-\-oG . o r+R r ^ ^ ^ 

(1.24c) 



dx e 



lim j dx cos(aa:^) — i sin(aa;^) j 



Die Transformation x — tt / {2\a\) t ergibt 

r + o 



1: 



dx e 



2,/ lim 

V 2|a| T^cx, 



I dt cos ^— t J — 'tsgn(a) J dt sm ^— t j 



^ hva^ [c{T)-i sgn(a) S (T) ] 



2\a\ 



(1.24d) 



wobei T — i?, \/ 2 1 a | / 7r ist und C'(T), S(T) die Standard-Fresnel-Integrale bezeiclinet, wie sie im {Handbook} in cq. (7.3.1) and (7.3.2) 
definiert sind. Da dicse den asymptotisclien Wert 1/2 fiir T — ^ oo annelimen (dort, eq. (7.3.20)) erhaltcn wir 



(1.24e) 
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was mit Gl. ( |1.24a| l ubcrcinstiinmt. Das crwcitcrtc Frcsncl-Intcgral (a, b rccll) 



folgt durch cinfachc quadratischc Erganzung 



dx cxp 



ia \ X -\ — i — 

^ 2a J 4a 



dx cxp ( i xax ibx ) — 



cxp ( b a b 

-ia V 4 



(1.24f) 



(l-24g) 



Gl. ] 1 ■ 24gj l ist in ciner mncmonischcn[f| Form gcschricbcn wordcii, die die spatere Verallgemciiierung im inchr- und unendlich-dimensionalen 
Fall oTFensichtlich erscheinen lasst. 



Damit erhalten wir 



-ieT/h 



und wenn wir zur Vereinfachung der Schreibweise 



exp 



2h 



Xo= Xa , Xn = Xb 



setzen 



U{xb,tb;xa,ta) = lim I „ . . / dxi dx2 ■■■ dxN-i 



N-l 



17 1 L 2 



exp 



Das Produkt der Exponentialformen ist der Exponent einer Summe und wir erhalten 



ZTnen/ 



N/2 r+°° 



N^cx> \2Trieh- 

{. N-l 
j=0 



dxi dx2 ■ ■ ■ dxN-i 



x{tb)=xt, 



x(ta)—Xa 



Vx{t) 



m I Xj+i — Xj 
T 

JS[x{t)]/h 



V(x, 



(1.25) 



(1.26) 



(1.27) 



(1.28) 
(1.29) 



Die letzte Zeile ist eine symbolische Kurzschreibweise fiir den Grenzwert 

N — > oo , e — > , aber eA^ ~ tt ~ ta fest 



(1.30) 



des (A^— l)-dimensionalen Integrals. Im Argument der Exponentialfunktion steht in diesem Grenzfall tatsachlich 
die Wirkung, weil die diskreten Summen das Riemann-Integral approximieren: 



N-l 



m / [xj+i — Xj 



V{x, 



dt 



-x{tf-V{x{t)) 



dt L{x{t),x{t)) = S[x{t)] 



(1.31) 



^siehe |http:/ /de.wikipedia.org/wiki/Mnemotechnik| 
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Kapitcl 1 : Quantcnmcchanik 



Man beachte, dass die Kurzzcit-Naherung 



exp 



exp 



-ieV/h 



exp 



-ief/h +0{e^) 



(1.32) 



zu einer Wirkung fiihrt, in der V{xjjf-i) statt V{xj) steht. Ebenso wiirde die symmetrischere Form 



exp 



MT + v)/h 



exp 



-ieV/{2h) 



exp 



-ief/h 



exp 



-ieV/{2h) +Oie^) 



(1.33) 



zu einer leicht verschiedenen diskreten Wirkung fiihren. In dem einfachen Fall, den wir im Augenblick be- 
trachten (ein Teilchen in einem skalaren Potential), macht dies jedoch keinen Unterschied: die Differenzen 
sind von der Ordnung e und verschwinden im Kontinuums-Grenzfall e — > 0. Anders ist es jedoch, wenn 
geschwindigkeitsabhangige Wechselwirkungen betrachtet werden, well die Geschwindigkeit durch {xj^i —Xj)/e 
dargestellt wird. Mehr dazu beim Stichwort "Anordnungsproblem" . 




Abb. 3 : Diskretisierung und Summierung iiber die quantenmechanischen Pfade. Der rot 
eingezeichnete Pfad entsteht durch einen anderen Wert von Xj . 



Der Ausdruck (|1.28|) gibt eine genaue Vorschrift, wie iiber "alle Pfade von a nach 6" zu sunimieren ist: man 
diskretisiert die Zeit und approximiert jeden moglichen Pfad von a nach b durch einen Polygon-Zug. Integra- 
tion iiber einen Zwischenpunkt Xj entspricht dabei der Summation iiber alle Wege von Xj-i nach Xj+i, well bei 
festgehaltenem Xj-i, Xj+i durch einen anderen Wert von Xj ein neuer Pfad erzeugt wird. Uber die Endpunkte 
wird nicht integriert, da sie durch die Randbedingungen festgelegt sind. 

Ein wesentlicher Aspekt des Pfadintegrals ist, dass es mit gewohnlichen Zahlen operiert, nicht mit nicht- 
kommutierenden Operatoren ! Dies ist ein enormer Vorteil gegeniiber der gewohnlichen Formulierung der 
Quantenmechanik. Der Preis, den man dafiir zahlen muss, steckt in der komplizierten Definition des Pfadinte- 
grals: es ist ein unendlich-dimensionales Integral, ein sog. Funktional-Integral . 

^Andere Schreibweisen dafiir sind J [dx] und / Dx. 
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Man kann nun zeigen, dass die iibliche Schrodingertheorie aus Gl. (|1.28p folgt. Dies geschieht auf folgende 
Weise: 



1. Die Wellenfunktion zu einem infinitesimalen spateren Zcitpunkt t + e ergibt sich aus der Wellenfunktion 
zum Zcitpunkt t durch Anwenden des Zeitentwicklungs-Operators 



ij{x,t + e) = (x U{t + e,t) 



+ CO 



dy [ 



/ m 



2'Kieh 



1/2 



exp^ - 



dyU{x,e;y,0)^{y,t) 
m [x — yY 



V{y) 



i^{y,t) 



(1.34) 



wobei in der letzten Zeile die diskretisierte Form (|1.28p fiir den Zeitentwicklungsoperator mit A'^ = 1 
verwendet wurde. 



2. Wir machen nun die Substitution ^ = ?/ — a; im Integral (|1.34|) und erhalten 

1/2 



^(^'* + ^)= (2^^) 



exp ( ) exp 



^{x + i,t) 



(1.35) 



Wegen des gaui3schen Faktors im Integral, der die Werte von ^ auf O (e^^^) beschrankt, konnen wir nach 
^ entwickeln; ebenso nach Potenzen von e: 



\ zmen/ 



1/2 



+00 



dS, exp 



2eh 



V'(x, t) + i^iA^. t) + t)+o {e) 



(1.36) 



3. Wir fiihren nun die gaufischen Integrale aus: diejenigen iiber ungcradc Potenzen verschwinden, wahrend 
die Integrale iiber gerade Potenzen 



(^me 
ergeben[f|. Dies fiihrt zu 



2'Kieh 



1/2 



+ 00 



exp 





ieh 


f 2Trieh\ 


V 2eh J 


m 





1/2 



i^{x,t + e) = ^{x,t) - j-V{x)iAx,t) + ——i,{x,t) + O {e^) . 



(1.37) 



(1.38) 



Die vernachlassigten Terme stammen von hoheren Potenzen von eV{x), hoheren Gliedern der Entwicklung 
von V{x + ^), sowie vom gaufischen Integral iiber die vierte Potenz von ^. Man sieht jetzt auch, dass alle 
Kurzzeit-Darstellungen (11.191 11.321 II. 33^ sich nur durch hohere Ordnungsterme unterscheiden und daher 
im Grenziibergang e ^ zum selben Ergebnis fiihren. 



4. Wenn wir jetzt mit ih/ 1 multiplizieren erhalten wir 

'0(x, i + e) — '4){x, t) 



ih ■ 



|^£v'(a;,t) + l^(x)^(x,t)+0(e) , 



was im Limes e — >■ genau die Schrodingergleichung 



ihij^ix, t) 



h^ 

2m dx^ 



ip{x,t) +V{x)'iJj{x,t) 



(1.39) 



(1.40) 



'Das letzte Integral ist leicht durch Differentiation des gauBsctien Integrals HO. Ill nach dem Parameter a zu erhalten. 
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Kapitel 1 : Quantcnmcchanik 



fur ein Teilchen ini Potential V{x) ist. Wie bereits erwahnt, muss man bei geschwindigkeitsabhangigen 
Wechselwirkungen mehr Vorsicht walten lassen: zum Beispiel enthalt die Wechselwirkung eines geladenen 
Teilchens im Magnetfeld einen Term A(x) -x (wobei A(x) das zugehorige Vektorpotential ist), bei dem es 
entscheidend darauf ankommt, welche diskrete Form des Pfadintegrals in der obigen Ableitung verwendet 
wird: 

A(x) • (x - y)/e , oder 

[A(x)+A(y)].(x-y)/(2e), oder 

A((x + y) /2) • (x - y)/e ? (Ubungsaufgabe [T]). 



Einige weitere Eigenschaften des Zeitentwicklungs- Operators lassen sich aus der Pfadintegral-Form (|1.28|) gewin- 
nen. Zum Beispiel kann man das Gesetz fiir aufeinanderfolgende Ereignisse ableiten: Sei tc eine Zwischenzeit 
mit ta < tc < tf,. Wenn wir die Intervalle in tc — ta = Le ,tb — tc = Me aufteilen, erhalten wir 



tf), Xa, ta) 



lim (- -] I dxi...dx]^_i I dx^ exp 



+00 



' lim 



/ m \ 
Vhdeh) 



M/2 



+00 



dxi+i . ..dxL+M-i exp 




Vix, 



m / Xk+i ~ Xk 
2 I 



Vixk) 



+ 00 



dXc U(xi,^ tfj^ Xc, ^c) U(^X(^j -^a^ ^a) i 



(1.41) 



wobei wir Xc = x^ gesetzt haben. Das ist das Kompositionsgesetz des Zeitentwicklungs-Operators, was 
natiirlich in der Operatorform ()1.16|) ganz ofFensichtlich ist. Die Unitaritat des Zeitentwicklungs-Operators 



U{t',t)U\t',t) = U{t',t)U{t,t') 



1 



(1.42) 



ist ein Spezialfall davon. Das obige Beispiel illustriert, dass Pfadintegral-Methoden fiir den Nachweis solcher 
Eigenschaften wesentlich umstandlicher und undurchsichtiger sein konnen als die Operator- Verfahren: ^^nobody 
is perfect" . 

Weiterhin kann man beweisen, dass die Pfadintegral-Darstellung (|1.28|) audi fiir zcitabhangige Potentiale V{x, t) 
giiltig bleibt, wenn in jedem Zeitschritt der entsprechende Potentialwert genommen wird (Ubungsaufgabe [3]). 
Dies ist wiederum eine Vereinfachung gegeniiber der Operatorform der Quantenmechanik: bekanntlich muss 
man dort die Operatoren chronologisch ordnen, um eine formale Losung der Schrodingergleichung 



d 



ih—U{t',t) = H{t')U{t',t) 



(1.43) 



fiir einen zeitabhangigen Hamilton-Operator zu erhalten. 



Phasenraum-Pfadintegral 



Wir erhalten eine andere Form des Pfadintegrals, wenn die p-Integration des gaufischen Integrals nicht aus- 
gefiihrt wird: 
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lim / ax I ax2 ■■■ (Ixm-i 



N—>oo 



dpN 



2Tih 2TTh 27rfi 



N 



■ exp 



Pj ■ 



tfc X - 



1^ - ^fe- 

2m ^ 



27rft 



exp <; - • - H{p{t), x{t)) ] 



(1.44) 
(1.45) 



Einige Anmerkungen zu dieser "Phasenraum"- oder Hamilton- Formulierung: 

1. Das Argument der Exponentialfunktion ist wieder die klassische Wirkung geteilt durch das Wirkungsquan- 
tum, dieses Mai aber formuliert in Koordinaten und kanonischen Impulsen (vergl. Gl. ([TT 



2. Das " Integrationsmass" dxjdpj / (2TTh) ist ein anderes als in der Lagrange-Formulierung; daher benutzen 
wir zur Unterscheidung die Schreibweise 'D'x{t). Die anschauliche und leicht merkbare Bedeutung ist, 
dass der Phasenraum in Zellen der Grosse h — 2Trh eingeteilt wird. 

3. Es gibt eine zusatzliche Integration iiber dp^ und keine Randbedingungen fiir die Impulse. 

4. Die Interpretation ist schwieriger: Summe iiber Trajektorien im Phasenraum ? Klassisch bestimmt jedoch 
ein einziger Punkt im Phasenraum die Bahn. 

5. Wahrend in der Lagrange-Formulierung die Pfade kontinuierlich und nur die Geschwindigkeiten diskon- 
tinuierlich sind (vergl. Abb. [3]), sind auch die Wege im Phasenraum-Pfadintegral diskontinuierlich. Da- 
her ist bei kanonischen Transformationen und anderen Manipulationen Vorsicht geboten (ein instruktives 
Beispiel ist bei Schulman, p. 306-309 angegeben). 

6. Durch Einfiihren eines Regularisierungs-Faktors 

1 / 1 /■**> 

(1.46) 



lim J VxVp exp I^^S[x,p\^ ■ ex.p (^-^ dt^x^+f) 
kann das Phasenraum-Pfadintegral eindeutig definiert werden [6] . 



Ein Beispiel : das freie Teilchen 



Wir woUen nun explizit das Pfadintegral fiir den Propagator des freien Teilchens berechnen und benutzen dazu 
die Hamilton-Formulierung. Wir schreiben die diskretisierte Wirkung in Gl. (|1.44l) als 



N-l 



S[x,p\ = ^ {pj -Pj+i) -x-j + pN ■ XN - Pi ■ xq - 



N 2 
P 



3 

2m 



(1.47) 



und fiihren zuerst die Xj-Integrationen aus. Dies ergibt (N — 1) (5-Funktionen, mit deren Hilfe wir die pj- 
Integrationen (j = 1, 2...N — 1) ausfiihren konnen: pi ^ P2 = --Pn-i = Pn- Es verbleibt 



Uoixb,tb;Xa,ta) = lim 

TV— foo 



+ C30 



dp 



'N 



2TTh 



exp 



T\Pn ■ {xh- Xa) - eN-^ 
n \ 2m 



(1.48) 
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Kapitcl 1 : Quantcnmcchanik 



Da eN = tb — ta ist, kann der Grenziibergang auf triviale Weise vollzogen werden, und wir erhaltcn mit der 
Abkiirzung T ^ U — ta 



Uo{xb,tb;Xa,ta) 



+00 



dp 
2Trh 



exp 



2TTihT 



exp 



im 2 

(Xb - Xa) 



2hT 



(1.49) 
(1.50) 



Diskussion: 

1. Der Vergleich von Gl. (|1.49p mit der Spektral-Darstellunglfl des Zeitentwicklungs-Operators 

Uixb,tb;Xa,ta) ^<Xb\ Y,\^n><^n\e-'^^^''\Xa>= Y,^n{xb) e-'""-^ i>*^{Xa) (1.51) 

n n 

erlaubt das Ablesen der normierten Eigenfunktionen 

i!jx) ^^^e'P-^/^ (1.52) 
V2^ 



und Eigenenergien 
was naturlich mit dem erwarteten Ergebnis iibereinstimmt 



E,^f-, (1.53) 



2. Fiir ein freies Teilchen ist die klassische Wirkung Si^i/h = m{xb — Xaf /{'i.hT) (Ubungsaufgabe [2] a) ), 
was mit der Phase von Gl. (I1.50p iibereinstimmt. Wir werden sehen, dass dies kein Zufall ist, sondern 
fiir alle Wirkungen gilt, die quadratisch in Koordinaten und Impulsen sind. 



Das Anordnungsproblem 



Wenn eine klassische Hamilton- Funktion gegeben ist, bei der Produkte von Koordinaten und Impulsen auftreten, 
stellt sich die Frage, wie solche Formen zu quantisieren sind: 

"... keine Regel, die auf der Korrespondenz zur klassischen Mechanik basiert, kann solche Mehrdeutigkeiten 
aufldsen, da diese von rfer Nichtvertauschbarkeit der Operatoren herriihren ... In alien Fallen praktischen In- 
teresses muss man der folgenden Vorschrift folgen: ... Wenn die Hamilton- Funktion in die Form '^^Pif{qi...qn) 
gebracht wurde, ersetzt man ... (diesen) Term ... durch den symmetrisierten Ausdruck ^ Pih ~^ fiPi 
( {Messiah 1}, p. 70 ) 



Wie treten nun diese Mehrdeutigkeiten im Pfadintegral auf ? Offensichtlich nicht in der symbolischen 
Schreibweise, wie sie in den Gl. (jl.29|) und (|1.45|) verwendet wurde ! Tatsachlich treten sie in dem harmlos 
erscheinenden Problem auf, wie die Hamilton- Funktion in der diskretisierten Form des Pfadintegrals behandelt 
wird, z.B. als 

^Das Spektrum ist hier naturlich voUkommen kontinuicrlich und die Summation iibcr diskrctc Zustandc »/)„ muss durch ein 
Integral iiber den kontinuierlichen Parameter p ersetzt werden. 
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a) aussere Mittclwcrtbildung: ^ [H{pj,Xj) + H{pj,Xj-i)] 

b) innere Mittelwertbildung: H (^pj , ~ ^ 

c) rechtsseitig: H{pj,Xj) 

d) linksseitig: H{pj,Xj^i) . 

Treten in der Hamilton- Funktion keine Produkte von x und p auf, so ergeben - wie erwahnt - die verschiedenen 
Vorschriften identische Resultate und man kann die einfachste Formulierung wahlen. Im allgemeineren Fall 
kann man zeigen, dass fiir die Behandlung von Produkten der Form 



(1.54) 



in der Hamilton- Funktion folgende Korrespondenz zwischen den obigen Pfadintegral- Vorschriften und der Ope- 
rator- Ordnung besteht: 

a) i [ + x"p"' ] 

c) 

d) . 

Da x,p hermitesche Operatoren sind, ergeben nur die symmetrischen Formen a) und b) ebenfalls wieder her- 
mitesche Operatoren. Die Regel b) wird als Weyl'sche Quantisierungsvorschrift oder auch als "Mittelpunkts- 
Regel" bezeichnet und ergibt sich automatisch, wenn man Gl. (|1.54|) als Wigner-Transformierte 















A 





(1.55) 



des entsprechenden quantenmechanischen Operators A betrachtet. Die Umkehrtransforniation ist 
(Ubungsaufgabe [5]) 











A 










+ 00 



dp 
2Trh 



A 



w 



X + x' 



p e 



ip- {x—x')/ h 



Wenn wir dies auf einen einzelnen Faktor in der Trotter'schen Produktformel anwenden, erhalten wir 



(1.56) 



Xj + l 



+°° dp 



2Trh 



eH/h 



Xj+i + I ^tpy{x, + i-xj)/h 



+CX3 



dpj_ 

2Tih 



exp 



-l-icHw{{xj + i+Xj)/2.pj)/h+. 



le / Xj+i + Xj 
j-H^l 2 



^ipj-{xj+i-xj)/h 



(1.57) 



was zu einer Verallgemeinerung von Gl. (|1.44p fiir beliebige Hamiltonoperatoren fiihrt und die Mittelpunktsregel 
enthalt. 

Die Anordnungs-Vorschrift wird wichtig, wenn man krummlinige Koordinaten einfiihrt oder in gekriimmten 
Raumen quantisieren will. Fine weniger exotische Anwendung ist der Fall eines geladenen Teilchens im Magnet- 
feld, weil die Minimal- Substitution fiir das elektromagnetische Feld zu der geschwindigkeitsabhangigen Lorentz- 
Kraft fiihrt (Ubungsaufgabe [7]). 
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Fourier-Pfadintegral 



Wir werden im Folgenden den Propagator fiir den harmonischen Oszillator, d.h. fiir das Potential 

V(x) = 2"*'^^ ■'^^ 



(1.58) 



durch eine Methode bestimmen, die illustriert, wie man iiber Pfade funktional integriert, die durch Fourier- 
Reihen und nicht durch Polygon-Ziige parametrisiert sind. Gleichzeitig wollen wir in verstarktem Masse die sym- 
bolische Schreibweise des Pfadintegrals benutzen, werden aber bei Bedarf und bei Unklarheiten die diskretisierte 
Form heranziehen. Zunachst fiihren wir im Pfadintegral 



eine neue Integrationsvariable ein: 



x(ta)—Xa 



Vxit) exp 



dt 



/m r, m 



2 2 



(1.59) 



y{t) = x{t) - Xki{t) (1.60) 

wobei Xki(i) der klassische Pfad ist. Er erfiillt die Bewegungsgleichung Xki + uj'^xm = mit den Randbe- 
dingungen Xid{ta) = Xa und Xid(tb) = xt- Die Jacobi-Determinante der Transformation ist 1, da in jedem 
Xj-Integral nur eine Verschiebung stattfindet. Die Wirkung in der neuen Integrationsvariablen ist 



-00 

r+00 r+oo ^2 g 

da I da' 

-00 



Sxi,i{a) 
dxki((T)oa;ki(o'') 



(1.61) 



Vertiefung 3: Jacobi-Determinante und Funktional-Ableitung 

Wird in einein n-dimcnsionalcn Integral / — J-^ dxi . . . dxn f {xi, . . . Xn) cine Variablcnsubstitution xi — xi (^i, . . . ^n), i — 1 . . . n 
durchgcfiihrt, dann gilt 

1=1 <iei...dC„ Ul /(4i,...C„) , J = dot„^ (1.62a) 

wobei J7 die Jacobi-Determinante darstcllt und V' das transformicrtc Intcgrationsgcbiet in den neuen Variablen ist. 

Die Funktional-Ableitung ist die Vcrallgcnieinerung der particllcn Ablcitung einer Funktion mclirerer Vcrandeiiiehcn auf unendlieh viele 
Variable. Man kann sie dureh 

&S[x] ^ S[x + tr)] - S[x] 

da—^ri(a) = lim — — 1.62b) 

Sx(a) E^o e 

definieren, wobei ?7(cr) eine beliebigc Tcstfunktion ist. Daraus folgt sofort 

Sx{t) 



8x{(t) 



5{t - a) 



(1.62c) 



(vergl. dxi/dxj — 5ij ). Unter Bcachtung der obigcn Rcgel geltcn fiir Funktional-Ableitungen die iiblichcn Vorschriftcn wie Produktregel 
und Kcttcnregcl (siehc Ubungsaufgabe l4l . 



Die (Funktional- )Taylorentwicklung bricht in diesem Fall ab, da die Wirkung quadratisch ist. Der erste Term 
in Gl. (|1.6ip ist die klassische Wirkung des harmonischen Oszillators, die man zu 



ch.O. 
•-"kl 



2 sinojT 



(a;^ + x1) cosuiT — 2xa ■ Xh 



(1.63) 



bestimmt (Ubungsaufgabe [2] b) ). Dabei ist wieder T = ti, — ta die Zeitdifferenz. Der zweite Term in 
Gl. (jl.6ip verschwindet, well wir um die klassische Bahn entwickelt haben, die durch JS'ki ~ bestimmt ist. 
Schliesslich findet man leicht (Ubungsaufgabe |4] b) ) 



-j^ f-\-oo f-\-oo 

2 



oo '^^ '^^ fekl(cr)fekl(o- 



- y{a) y{a') 



dt 



(1.64) 
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Damit ist die Berechnung des Propagators fiir den harmonischen Oszillator 



auf die Berechnung des einfacheren Pfadintegrals 

ry{tb)=0 



Vy{t) exp 



y{ta)=o 



, / ITT- .9 



'22 

-uj y 



(1.65) 



(1.66) 



zuriickgcfiihrt. Wegen Zeittranslations-Invarianz kann der Vorfaktor natiirlich nur von der Differenz T — tb — ta 
abhangen. 



Da alle Pfade y{t) von bei t = ta nach bei t ^ % gehen, konnen sie auch als Fourier-Sinus-Reihe 
geschrieben werden: 

^ ^ ' kn{t - ta) 



y 



[t) ^ sin 



fe=i 



T 



(1.67) 



Vertiefung 4: Mathematischer Hintergrund 

Man bcachtc, dass dies nicht die iibliche Fourier- Rcihc einer Funktion f{t) ist, die bckaiintlich 




(1.68a) 



lautet und die (periodische) Funktion im Interval! < t < T darstellt. Wegen der Periodizitat konnen offensichtlich verschiedene Funk- 
tionswerte an den Randpunkten nicht dargestellt werden. Da die Fluktuationcn um den klassischen Pfad jedoch an den Randpunkten 
verschwinden und daher die Funktion y{t) tatsaehlich periodiseh ist, konnte man also auch den Ansatz 

r /2k7rt\ 1 f2k'Kt\ 
y{t) ^ J2^a^ IK'^J ^^J ^^'^^ ^ 

verwenden. Weniger bekannt[^ sind die Fourier- Reihen mit doppelter Periode 

f{t) ^ ^ + gfc COS 
^ k=l 

was eine Funktion im vollen Interval! < f < T darstellt und 

fit) = f^^bt sin(^) , (l-68d) 

was fiir eine beliebige Funktion f{t) im Interval! < t < T gilt, also mit Ausnahme der Randpunkte. Da die Fluktuationcn jedoch an den 
Randpunkten verschwinden, ist die letztere Form fiir unsere Zwecke am geeignetesten, weil sie dieses Verhalten bereits eingebaut hat. 



Statt liber die Zwischenpunkte yj, j — l...(A'^— 1) konnen wir im Pfadintegral auch iiber die Fourier-Koeffizienten 
bk, k = 1...{N — 1) integrieren. Tatsachhch ist dies eine lineare Transformation, deren Jacobi-Determinante 
konstant und unabhangig von w,™ und h ist. Bei der Berechnung der Wirkung behahen wir jedoch das voile 
Zeit-Integral und benutzen nicht wie bisher seine Approximation als Riemann-Summe - der Unterschied ist von 
hoherer Ordnung und verschwindet im Kontinuums-Grenzfall e — 0. Mit Hilfe der Orthogonahtats-Relationen 
der trigonometrischen Funktionen im IntervaU [0, T] findet man dann fiir die kinetische Energie 

^"Siehe, z. B., {Bronstein-Semendjajew}, S. 475 
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fur die potentielle Energie 



und damit 



/+00 
dbi db2 ... dhM~i exp ■ 
-oo 



imT 



E 

fe=i 



~T 



(1.70) 



(1.71) 



Das ist einfach das [N — l)-fache Produkt eines gauBschen Integrals, so dass wir erhalten 

-1/2 



F{T) = const'. 



N-l 

fc=i 



— ^ const . 



sin uT 



1/2 



(1.72) 



Im letzten Schritt haben wir die auf Euler {Euler} zuriickgehende Produktdarstellung von sinx/x verwendet. 
Die Konstante bestimmen wir aus der Forderung, dass fiir uj ~ das Ergebnis (|1.50p fiir das freie Teilchen 
folgen muss. Daher ist 



2'KihsmujT 



1/2 



(1.73) 



Dies gilt nur fiir T < tt/o; - dann sind alle Faktoren ini Produkt reell. Fiir tt/o; < T < lnjui bekommt 
F{T) zusatzlich einen Faktor (—1)^^/^ = — i, well der k = 1-Term des Produkts negativ geworden ist0 ; fiir 
27r/a; < T < 3tt/uj einen Faktor {—i)"^ usw. Allgemein wird Gl. (|1.73l) mit der Maslov-Korrektur 



(1.74) 



multipliziert, wobei n die Anzahl der Durchgange durch einen Fokal-Punkt der Trajektorie darstellt [71. An 
diesen Punkten ist die quantenmechanische Wahrscheinlichkeits- Amplitude singular, was in realen Systemen 
durch anharmonische Terme verhindert wird, so dass die Intensitiit nur maximal wird. Die raumliche Ansamm- 
lung solcher Punkte wird die Kaustik genannt und ist ein in der Optik haufig anzutreffendes Phanomen (z. B. 



beim Auftreffen von Sonnenlicht auf ein Wasserglas (siehe |http://de.wikipedia.org/wiki/Kaustik |). Die Maslov- 
Korrektur ist eine Folge des sog. Index- Theorems und wird uns wieder bei den halbklassischen Naherungen 
begegnen. 



Aus dem Ergebnis in den Gleichungen ()1.651 ll.63|) und ()1.73p lassen sich wieder die Energie-Eigenwerte und 
Eigenfunktionen des (eindimensionalen) Systems gewinnen: Unter Verwendung von 



erhalt man 



U 



h.O. 



coswT = ^e" 



[1 + e- 



1 



isinojT = ^ e*"^ (1 - 



uT/2 



1 + e- 



-2iuiT 



-iujT 



1 - e 



-2iuT 



- '^Xa-Xb 



1 - e- 



-2iuT 



1 + r 



-2iujT 



exp 
• exp 



2mcj 



{xl+xl){l + 2e-'^-^) 



Xa-Xbe~''^^ {! + ...) 



^^Eine andere Moglichkeit, dies zu beweisen, ist, das Kompositionsgesetz des Zcitcntwicklungs-Operators zu vcrwenden, siehe 
Ubungsaufgabe [9] a) . 
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und der Vergleich mit der Spektral-Darstellung (|1.5ip ergibt 

- (^) exp(-— , Eo^-fu. (1.75a) 

^,(.) . (— ) VT-exp(-— , E.^-n.. (1.75b) 

Da wir nach Potenzen von e~'"^ entwickeln und immer ein zusiitzlicher Faktor e"'"^/^ vom Vorfaktor auftritt, 
ist klar, dass die allgemeine Energieformel 

En={n+'^njjj, n = 0, 1,- (1-76) 

lautet. Man beachte, dass die Nullpunkts-Energie ^hw vom Vorfaktor, d.h. von den quadratischen 
Fluktuationen um den klassischen Pfad herriihrt. 



Vertiefung 5: Alle Eigenfunktionen 

Die allgemeine Form der Eigenfunktionen kann man aus Mchlcrs Formcl ({Bateman Proj. 2}, eh. 10.13, eq. (22)) flir die Hcrmitc 
Polynome 



■ 2\-l/2 

1—2: 1 exp 



1 - 



(1.77a) 



ableiten: wenn man ^ — Xajh , ri — Xb/b , ( 6 — h/[rauj) ist die Oszillatorlange), z — exp( — zi.jT) setzt und beide Seiten der mehlerschen 
Formel mit exp [-(^^ +rf )/2] multipliziert, findet man aus dcm Vergleich mit der Spektral-Darstellung l |1.51t 



^„(.) = (y^2"n.)-^^^H„(^) cxp(-^j 



(1.77b) 



was mit {Messiah 1}, cq. (B.70) iibereinstimmt. 



1.3 Quadratische Lagrange- Funktionen 

Wir bctrachtcn nun die allgemeine quadratische Lagrange- Funkt 



ion 



L 



—mx^ + b{t) X ■ X ~ '2'^^"^ '^(^•^ ^ ~ ^(^-^ ^ ' 



(1.78) 



Ohne Beschrankung der AUgemeinheit kann man die Terme mit den Koeffizienten-Funktionen b(t) und d{t) 
weglassen, weil sie in der Wirkung durch eine partielle Integration den Termen c(t), bzw. e(t) zugeschlagen 
werden konnen. Wir haben also nur 



L 



1 



1 



c(t) x^ — e{t) X 



(1.79) 



2 2 

zu betrachten. Spezialfalle umfassen das freie Teilchen (c = e = 0), den harmonischen Oszillator (e = 0, c = 
mo;^) oder den erzwungenen harmonischen Oszillator (c — muP , e 7^ 0). Wie bei der Behandlung des harmonis- 
chen Oszillators im vorigen Abschnitt fiihren wir die Abweichung vom klassischen Pfad 



y{t) = x{t) - .Tki(<) 
als Integrationsvariable ein. x\^\{t) ist Losung der klassischen Bewegungsgleichung 

miki + c{t)xa + e{t) = 



(1.80) 



(1.81) 



^^Bis auf die Tatsache, dass die Masse konstant bleibt. Allgemeine zeitabhangige quadratische Hamilton-Systeme werden z. B. 
1 [8] behandelt. 
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mit den Randbedingungen 

Funktionale Entwicklung der Wirkung ^[^(t)] = S[xia{t) + y{t)] ergibt wiederum 



Vy{t) exp 



y(ta)=o 



dt 



1 



(1.82) 



F{tb,ta). (1.83) 



Explizit lautet der Vorfaktor 

F[tb,ta) = lim 7V;^+^ / dyi dy2 ■■■ dyN exp ^ V 

A/— i-nn / I n ' ^ 



(1.84) 



wobei wir im diskretisierten Pfadintegral N durch N + 1 ersetzt habcn. Ferner bezeichnet 

1/2 



(1.85) 



den Normierungsfaktor des Lagrange-Pfadintegrals und Cj — c{tj) — c{ta + je)- Gl. (|1.84p ist wiederum ein 
gaufisches A^-dimensionales Integral von der Form 



F{tb,ta) = lim / dyidy2 . . . dyN e'""'^ 



(1.86) 



wobei y* den Zeilenvektor {yi . . .j/tv) bezeichnet, y den entsprechenden Spaltenvektor und 



Sat 



m 
2^1 



( 2 -1 
-1 2 

-1 



\ 



\ 





-1 2/ 



e 

2^ 



/ ci 

C2 

C3 

V 



\ 





cjv / 



(1.87) 



Im Gegensatz zu den friiheren Anwendungen faktorisiert dieses Integral jedoch nicht mehr in einzelne gauBsche 
Integrale vom Typ der Gl. (jO.ip . Dies ist erst der Fall, wenn wir die reelle, symmetrische Matrix B^r durch eine 
orthogonale Transformation diagonalisiert haben. Das Produkt der Eigenwerte im Ncnncr des Wurzelausdruckes 
von Gl. (0.1) ergibt dann gerade die Determinante der Matrix. 

Allgemein lautet das gauBsche Integral fiir eine reelle, symmetrische Matrix A daher 



(1- 



Hier muss die Matrix A allerdings auch noch positiv definit sein, damit das Integral konvergiert. Im 
vorliegenden Fresnel-Fall, in dem A = 0+/ — iBat ist, spielt das Vorzeichen der Eigenwerte von Bat aber wieder 
keine RoUe. Der Vorfaktor ist dann 




1 



F(tbAa) = lim , - 1, 

jv^oo ^det(-iBAr) \l 2nihf{tb,ta) 



(1- 



^d.h. allc Eigenwerte sind > 0. Ubcr weitcre Eigenschaften positiv definite!' Matrizcn, sichc, z. B., {Horn-Johnson}, eh. 7. 
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mit 



f{tb,ta) = lim e( ) dctlnsAT 



(1.90) 



Es bleibt das Problem, die Determinante der Matrix Bjv zu berechnen und den Grenziibergang iV — )■ oo , e — )■ 
zu vollziehen. Gel'fand und Yaglom [5] haben gezeigt, dass dies durch Losen einer Differentialgleichung moglich 
ist: wir miissen die Crosse 



N 



Pn = [ — I detlAf = det i 
\m J 



' ( 2 -1 

-1 2 
-1 



I V 



\ 





-1 2 / 



m 



/ ci 

C2 

C3 

V 











/J 



(1.91) 



berechnen. Dies geschieht durch Entwicklung von Pj+i nach der (j + l)-ten Spalte. Die verbleibende Determi- 
nante wird nach der j-ten Zeile entwickelt. Auf diese Weise erhah man die Rekursionsbeziehung 



(1.92) 



Pj+i = 2 Cj+i pj - pj-i , j = 2, 3 . . . iV - 1 



die mit der Konvention Po — 1 auch fiir j — 1 gilt. Schreiben wir Gl. (|1.92p als 

Pj+i - 2pj +P]-i _ Cj+i 

m 

dann erkennen wir, dass im Limes e — > die gesuchte Funktion epj — > 
Differentialgleichung 



c{t) 



(1.93) 

fit, to) durch die Losung der 

(1.94) 



gegeben ist. Die Anfangsbedingungen sind 



f{ta,ta) = epo = e 



df{t,ta) 



at 



Pi -Po 



2 ci - 1 

m 



(1.95) 



Beispiele : 

1. Als Test betrachten wir den harmonischen Oszillator, d.h. c — muj'^. Die Gel'fand- Yaglom-Differentialgleichung 
(jl.94p ist in diesem Fall einfach eine Schwingungsgleichung mit der allgemeinen Losung f{t,ta) = 

C sin {uj{t — to) + 7). Die Randbedingungen (|1.95p bestimmen die Integrationskonstanten zu 7 = 0, ojC = 
1 . Damit crhalten wir tatsachlich das richtige Ergebnis 

/''■° (ifc,ia) = - sin(u;T). (1.96) 

2. Auch der erzwungene harmonische Oszillator ( c = mw^, e{t) beliebig ) kann auf diese Weise behandelt 
werden. Seine klassische Wirkung ist (Ubungsaufgabe |4] c) ) 
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kl 



2 ainojT 



{x1 + x^i) cosojT — 2xa ■ Xb / dt e{t)sviiio{t — to) 

2Xa /'*'' 

/ dt e(t) sin uUb — t) 



dt / dt' e{t) e{t') smu!{tb — t) sina;(i' — ta) 



9 9 



(1.97) 



Die Funktion /(tb, ta) und damit der Vorfaktor bleiben dieselben wie beim freien harmonischen Oszillator, 
da e{t) nicht in der Gerfand-Yaglom-Gleichung auftaucht. Damit ist dieses Problem vollstandig durch 
Quadraturen gelost ! 



Eine weitere Vereinfachung ergibt sich aus der Tatsache, dass man die Gel'fand-Yaglom-Gleichung nicht einmal 
zu losen braucht, wenn man bereits die klassische Wirkung kennt. Man kann namlich zeigen (Ubungsaufgabe 
[8]), dass 

f{tb,ta) m dxadxb 

gilt, was bedeutet, dass der Zeitentwicklungs- Operator vollstandig durch die klassische Wirkung bestimmt ist. 
Wenn die klassische Bahn durch einen sogenannten Fokalpunkt fiihrt, an dem f{tb,ta) verschwindet, tritt - 
wie beim einfachen harmonischen Oszillator - eine zusatzliche Phase auf, d.h. 



U{xb^ tbj Xq, ifl) 



\ 



2Trih 



dxadxb 



exp ■ 



|i Si,i{xb,Xa)/fi- n'!^ I , 



(1.99) 



wobei n die Anzahl der Fokalpunkte (einschliesslich ihrer Multiplizitat) ist. 

Es ist instruktiv, den Vorfaktor in der symbolischen Schreibweise des Pfadintegrals zu berechnen: 

const 



ry{tb)=o 

F{tb,ta) = / Vy exp 

Jy(ta)=o 



2hj'^"^'y^' hxit)5x{t') 



y{t') 



(1.100) 



Hierbei ist VetS'^S die Funktional-Determinante des Operators 



5^S 



Sx{t)Sx{f) 



m 1 

^ 2 



c{t) 



5{t-t') 



(1.101) 



also das Produkt seiner Eigenwerte. Daher kann man n auch als Anzahl der negativen Eigenwerte des 
Operators bezeichnen (Indextheorem von Morse). 

Vertiefung 6: Berechnung von Funktional-Determinanten 

Man muss die Eigenwerte von 5"^ Ski im Raum der Funktionen berechnen, die die Randbedingungen des Pfadintegrals crfiillcn, d. h. die 
sowohl bei ta als auch bei th verschwinden. Als Beispiel nehmen wir den einfachen Fall c(t) — muj^ , bei dem die Eigenwertglcichung 



-f{t)--u;^f(t) = A/(t) 



(1.102a) 
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lautct. Die Eigcnfunktion, die bci ta vcrschwindct, ist offonsichtlich 

fit) = C • sin ' - 
Die Raiidbcdingung bei t — th bestiinmt den Eigcnwcrt zu 



J 2 2 

m k 7T 
~2 T2 



(1.102b) 



Xk{uJ - 0) ■ 



krr 



(1.102c) 



was unmittelbar auf die Produktdarstellung l ll.72| > fiir den Vorfaktor des harnionischen Oszillators fiihrt. Im allgemeinen Fall muss 
man dieses uncndliche Produkt von Eigenwerten bcrcchncn, ohnc dass Euler zu Hilfc kommt ... Offensichtlich ist dieses Verfahren, eine 
Funktional-Determinante auszureehncn, zwar allgemein, aber viel schwieriger als die Gel'fand-Yaglom-Methode, die all erdings nur bei 
ein-dimcnsionalcn Systcmen anwcndbar ist. Zur Bcrcchnung funktionalcr Dctcrminanten fiir radialc Operatoren siche [lOJ. 



Es ist einfach, Gl. (jl.99p auf beliebige Raumdimension d zu verallgemeinern: fiir jede Dimension ergeben die 
quadratischen Fluktuationen einen Vorfaktor in Form eines Wurzelausdruckes und die zweite Ableitung der 
klassischen Wirkung nach den Randpunkten wird durch die van-Vleck-Pauli-Morette-Determinante 



det 



(1.103) 



dXadxb 9Xal9Xb 

ersetzt. Man beachte, dass dies eine gewohnliche d x c?-Determinante und nicht eine Funktional-Determinante 
ist (die wir als Vet schreiben). Das Ergebnis lautet also 



I N <i/2 
2TTih) ^ 



det 



exp ■ 



S'ki(xb,Xa)/^ - nd- 



(1.104) 



1.4 Storungstheorie 

Wir betrachten jetzt (zur Vereinfachung wieder: eindimensionale) Bewegungen in einem allgemeinen Potential 
V{x) , d.h. Lagrange-Funktionen der Form 



m „ 



V{x) . (1.105) 

Das Pladintegral ist jetzt im allgemeinen nicht mehr losbar 0. Eine weit verbreitete Methode fiir schwache 
Wechselwirkungen (Potentiale) ist die Storungstheorie, die wir aus der Phasenraum-Formulierung (ll.45|) durch 
Entwicklung nach Potenzen des Potentials gewinnen konnen: 



U {x , t'; X, t) 



=(*')=^' V'xVp 



x{i)—x 



2-Kh 



exp 



da\px- — 
2m 



3=0 



^ ( h) j\ 



y 

dTV{x{T)) 



E 



Uj {x , t'; X, t) . 



Der erste Term ist der freie Propagator, den wir bereits in Gl. (I1.50p bestimmt haben: 



UQ{x',t'-x,t) 



+ 00 



dp 
2Trh 



exp 



p (x — x) 



2m 



(t'-t) 



(1.106) 



(1.107) 



'^''Fiir spezielle Falle, wie z. B. das Coulomb-Potential, sind besondere Mcthodcn gcfundcn wordcn, die (bereits bekannte) Losung 
auch im Pfadintegral-Formalismus zu erhalten, siehe etwa 1111 . Diese Methoden helfcn jcdoch nicht im allgemeinen Fall. 



28 



Kapitcl 1 : Quantcnmcchanik 



Wir bctrachtcn nun den nachsten Term der Storungscntwicklung 



rw , , N f V'xVp 

Ui{x,t;x,t)= / — — exp 
Jx{t)=x '^'^n. 

In der diskretisierten Form ist der letzte Faktor 

rt' N 



^ f' ( ■ 



dTV{x{T)) 



dTV{x{T)) = e^Vixj) , mit e = 



t' -t 

N 



(1.108) 



(1.109) 



und daher 



N N-1 



N 



+00 \ +00 



/ N Pi 

Pi(xi - xi-i) - e— 
Zm 



(1.110) 



Wie bei der Berechnung des freien Propagators schrcibcn wir den Exponenten als 



N-l 



N 2 

Y] {Pi - Pi+i) xi + pn x' - pi X - ^ 



(1.111) 



i=\ i=\ 
und fiihren alle Xfc-Integrationen aus (mit Ausnahme von Xj ). Dies ergibt {N — 2) Impuls-(5-Funktionen 

C/i(x',t';a:,t) = jim / dx,V {x,)Yi[ \ (27rft)^-2 



■5{pi~ P2) 5{p2-ps.)---5 [pj-i - Pj) 6 {pj+i - pj+2) ---S {pN-1 - Pn) 



N 



exp < - [{pj - Pj+i)xj + pnx' - pix] - e ^ 



1=1 



El. 

2m 



(1.112) 



Diese erzwingen pi = p2 = . . -Pj-i = Pj und Pj+i — Pj+2 ~ • • -Pn-i = Pat, so dass wir 



/ r dp dp j 2 

dxj V (xj) J (^'^f^^2 \ n ^^Pi ~ P^^^i + P^^' ~ Pj^^ 



i=i ■ 



■ exp 



n \ 2m 2m 



(1.113) 



erhalten. Wenn wir nun — Xj , p ~ pj und p' — pn schreiben, lautet das Ergebnis 



N 



Ui{x',t'-x,t) = lim eV / diViO 



+00 



dp' 

2^ U 



ix-Op-t<^-j) 



+00 



dp 

2^ U 



=Uo{i,t+je;x,t) 



(1.114) 



Der Grenzwert kann nun ausgefiihrt werden und ergibt ein riemannsches Integral iiber die Zwischenzeit r , {tj 



Ui {x',t';x,t) 



t /'+00 

dT I d^Uo{x',t';^,T)V{OUo{^,T;x,t) 



(1.115) 



Von rechts nach links gelesen kann dieser Beitrag zur Storungstheorie als ein Feynman-Diagramm gezeichnet 
werden; dies ist in Abb. dargestellt. 
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Zeit 




Zeit 



(a) 



Raum 



(x'.f) 



(^2.^2) 




X V 



V 



Raum 



(b) 



Abb. 4 : (a) Fcynman-Diagramm in 1. Ordnung Storungstheorie fiir den Zeitentwicklungs-Operator 

in Gl. (|1.115p . Die durchgezogenen blauen Linien stellen den freien Propagator zwischen zwei 
Raum-Zcit-Punktcn dar, die gestrichelte rote Linie die Wirkung des Potentials V. Uber 
Zwischenpunktc wird integriert. 
(b) Fcynman-Diagramm fiir die 2. Ordnung, siehe Gl. (|1.119p . 



Ahnlich verfahrt man mit den hoheren Ordnungen 



J • J x(t)—x 



1 f^(t')=x' -pf^-pp 

2t:H 



exp 



da { pi — 
' 2m 



dTV{x{T)) 



Durch voUstandige biduktion kann man 

drVixiT))] = jl [ dTi r dT2. 



It I Jt Jt 

beweisen, was nach einer ahnlichen Rechnung auf 

t' /'+00 



dr.Vixin)) F(x(T2))...T/(x(r,)) 



Uj {x',t';x,t) 



dr 



d^Uo{x',t';^,T)ViOU,^i{^,T;x,t) , j = l,2, 



fiihrt. Die graphische Darstellung fiir j = 2 

U2ix',t';x,t) = dT2 d(,2Uo{x',t'-i2,T2)V{^2 

Jt J -co 



T2 r+oo 

dTi / dCif/o(6,T2;ei,Ti) F(a)f/o(6,n;a^,<) 



(1.116) 



(1.117) 



(1.118) 



(1.119) 



ist in Abb. |3b zu sehen. Einsetzen der Rekursionsbeziehung (|1.118l) in Gl. (|1.106p ergibt eine Integralgleichung 
fiir den Zeitentwicklungs-Operator 

ft' 



+00 

U {x\t';x,t) ^ Uo{x\t';x,t) - ^ I dr 

n-.lt j~oo 



d^Uo{x\t';^,T)V{OU{^,T;x,t) 



(1.120) 



Dies ist die iibliche Gleichung fiir den Zeitentwicklungs-Operator im Wechselwirkungsbild ("interaction 
picture"). Schreibt man Gl. (|1.120l) namlich darstellungsfrei 



U{t',t) = Uo[t\t)--j dTUoit',T)VU{T,t) 



(1.121) 



30 



Kapitcl 1 : Quantcnmcchanik 



und definiert 

U{t',t) =: Uait',t)Ui{t',t), (1.122) 

dann erhalt man 

Uo{t',t)Ui{t',t) = Lfo{t',t)~ I dT Uo{t\r) VU{T,t). (1.123) 



h 



= Uo{t' ,t)Uo(t,T) = Uo{t' ,t)ty^o{T,t) 



Hierbei wurde das Kompositionsgesetz fur den freien Propagator Uq verwendet. Multipliziert man nun von 
links mit UQ^{t',t), so ergibt sich 

I /•*' 

Uj{t',t)^l-- dTU^o{T,t)VUo{T,t)Ui{T,t), (1.124) 
Jt « ' 

= : Vj(t',i) 

was mit der Bewegungsgleichung des Zeitentwicklungs-Operators im Wechselwirkungsbild identisch ist 

Aus der Herleitung von Gl. (|1.120p ist klar, dass diese Gleichung auch fiir zeitabhangige Potentiale gilt. Ist 
das Potential jedoch zeitunabhangig, dann stellt der Integralterm auf der rechten Seite von Gl. ()1.12ip ein 
Faltungsintegral dar, da die Evolutionsoperatoren dann nur von der Zeitdifferenz abhangen. Nach bekannten 
Satzen der Fouriertransformation ergibt sich dann sofort fiir die zeitunabhangige greensche Funktion 

/ + 00 ■ 
dtG{t)e'^''^ , mit G{t) := --Q{t)U{t,0) (1.125) 

die Lippmann-Schwinger-Gleichung 

G{E) - Go{E) + Go{E)VG{E) , (1.126) 

die einfach die Operator-Identitat 

} = + J- V J- (1.127) 

E -H + iO+ E- Ha+iO+ E - Ho + iO+ E -H + iO+ 

darstellt. Dass die Singularitat mit +ix einer infinitesimalen, positiven Grosse regularisiert werden muss, 
ergibt sich aus der Definition (11.1251) . in der die Energie E einen kleinen positiven Imaginarteil besitzen muss, 



damit das Zeitintegral konvergiert 

Zum Schluss sei noch erwahnt, dass man natiirlich auch andere Storungsentwicklungen ableiten kann; z. B. 
kann man V = Vq + (V — Vq) schreiben und erhalt dann 



• exp i I da 



Im 



(1.128) 



Dies ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn der Zeitentwicklungs-Operator zum Potential Vo berechnet werden 
kann. 



i^Siehe, z. B., {Messiah 2}, p. 723 . 

^^Offensichtlich ist nur Vorwartspropagation (t > ) moglich, d. h. cs handclt sich um die avancierte greensche Funktion, oft 
auch als &^\E) gcschrieben. 
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1.5 Halbklassische Entwicklungen 

Man kann das Pfadintegral fiir ein Teilchen in einem beliebigen Potential auch naherungsweise fiir diejenigen 
Situationen berechnen, in denen die klassische Beschreibung den Hauptbeitrag ergibt. Die Pfadintegrale sind 
der natiirliche Ausgangspunkt solcher semiklassischer Naherungen, da Bahnbegriff und klassischer Grenzfall 
"eingebaut" sind. 

Die naheliegende Methode ist es, nur die quadratischen Fluktuationen um den klassischen Pfad zu 
beriicksichtigen. Dies entspricht der Verallgemeinerung der bekannten Sattelpunkts-Naherung oder auch 
Methode der stationaren Phase von gewohnlichen Integralen auf Funktionalintegrale. 



Vertiefung 7: Asymptotische Entwicklung von Integralen 

Ein (reelles) Integral der Form 

1=1 cxp [-/(t)/e] (1.129a) 

bcrcchnct man im Limes e — >- nach der Methode von Laplace durch Auffindcn des Minimums der Funktion /(i) an dor Stcllc Iq ^ [a, b]. 
Taylorcntwicklung bis zur 2. Ordnung um dieses Minimum herum ergibt dann 



exp [ 



-f{to)/e] l'\t cyLp^~^f"ito){t~tof'^ . (1.129b) 



Da /"(io) > ist, konncn wir s — \/ /" (^o) /(2e){i — ^o) substituicrcn. Im Limes e — wcrdcn die Grenzcn dcs s-Integrals — oo,+oo, 
wcnn tQ inncrhalb von a, b licgt und — oo, 0, bzw. 0, +oo, wcnn to auf dem Rand licgt. Ausfiihren dcs s-Intcgrals ergibt daher 



oxp[-/(to)/e] -C, (1.129c) 

wobei der Faktor C — 1 ist, wenn das Minimum innerhalb des Intervalls auftritt und C — 1/2, wenn das Minimum am Rand angenommen 
wird. Schreibt man in Gl. a.l29ct £^/^ = oxp(ilne) sieht man, dass die quadratische Entwicklung um das Minimum subdominant 
gegeniiber dem fiihrendcn Term cx.p{ — f (to) / e) ist: In e divergiert schwacher als 1/e. Gl. ]1. 129cl l stellt den Beginn ciner systematischen 
(asymptotischcn) Entwicklung dcs Integrals / dar, die man durch hohcrc Tcrmc in der Taylorcntwicklung von f{t) um das Minimum crhalt. 
Das Standardbeispiel dafiir ist die eulersclie Integraldarstcllung der Gamma- Funktion 



r(.T + 1) ^ / dtt^ (1.129d) 

bei der f{t) — t — xlnt ist. Das Minimum dicser Funktion tritt bei to — x auf und cs gilt / (to) — 1/x, so dass man fiir grosse, positive x 
die Stirling'sche Formel erhalt: 

x\ = r(x + 1) ""^^ V27ra;^+^/^ e""" . (1.129c) 
Einc Verallgemeinerung dieses Verfahrcns auf (komplcxc) Integralc der Form 

f dzg{z) cy,p[f{z)/e] , (1.129f) 
Jc 

ist von P. Dcbye cntwickclt wordcn. Hierbci sind f{z), g{z) analytische Funktionen in cincr Region der komplexen Ebene, die den Integra- 
tionsweg C cnthalt. Die Idee ist dabei, dass man C so dcformicrt, dass auf einem Tcil Cq von C die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 
(1) Entlang Cq ist Im/(^) konstant, (2) Cq geht durch cinen Sattelpunkt zq, an dem df{z)/dz — ist und (3) bei z — zq geht He f{z) 
durch ein relatives Maximum, d.h. Cq ist der Wcg des starksten Abfalls ("steepest descent"). Wenn man f{z) — /{zq) — schreibt 
und das Produkt g{z{T)) dz{T)/dT — X^m. '^m'T^^ in cine Potcnzreihe cntwickclt, kann man durch gliedweisc Integration die asymptotische 
Entwicklung 

/ ~ oxp[/(zo)/£] C2™r(m + l/2)e" (1.129g) 

- . (1.129h) 
v'-/"(2o)/2 



ableiten 

Aus der Taylor-Entwieklung von f(z),g{z) um .2 — 2:0 findet man leicht den niedrigsten Koeffizienten als 



Die klassische Bahn erfiillt 



mxki(t) + V' (xki(i)) = , Xk_i{ta) = Xa , a;ki(4) = Xb 

Einc ausgczcichnete Darstellung findet man z. B. bei {Dennery-Krzywicki}, chapter 1.31. 



(1.130) 
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Mit y{t) = x{t) — xyi{t) erhalten 



U{xb,tb;Xa,tb) 



^iSki/l 



y(tb)=o 



iS-ki/h 



Vyit) exp \ - {S[xM + y] - S[x]^i]) 

y(ta)=o 
y{tb)=o 

Vy{t) exp 



y(ta)=o 



2h 



h 

dada' 



(5a;kl(o-)faki(cr' 



- y(a') I , (1.131) 



(1.132) 



wenn wir die Funktional-Taylorcntwicklung nach dem quadratischen Glied abbrechen. Eine einfache Rechnung 
ergibt 

d.h. die Wirkung eines harmonischen Oszillators mit zeitabhangiger Oszillator-Konstante 

L0\t) = 1 V" (Xkl(i)) . 

m 

Mit den Resultaten des vorigen Kapitels konnen wir daher das Ergebnis sofort hinschreiben: 

|i S],i{Xb,h\Xa,ta)/h- |, 



U{Xb^ tb', Xa: ^a) 



27rih 



f{h,ta) 



exp • 



(1.133) 



(1.134) 



wobei f{tb,ta) die Gerfand-Yaglom-Gleichung 



m- 



+ F"(xkl(t)) f{t,ta) =0, mit f{ta,ta) - 



dt^ ' ■ ^--^"^^ ^^-""^ - ./v-'-/ - 5^ ^^^^ - - (1-135) 

erfiillt0 Es ist natiirlich auch moglich, den Vorfaktor des Propagators durch die zweite Ableitung der klassis- 
chen Wirkung nach den Randpunkten, d.h. durch die van-Vleck-Determinante auszudriicken (siehe Gl. (II. 98^ *1. 
Gibt es mehrere stationare Punkte im Funktional-Integral (die weit genug voneinander entfernt sind) muss 
deren Beitrag aufsummiert werden: 

1/2 



U{xb,tb;Xa,ta) ^ 



1 


d^Sk 


2Trih 


dXadXb 



exp 



{^ [Sk/ 



}■ 



(1.136) 



Wir wollen nun die Energie-Eigenwerte moghcher gebundener Zustande des Systems mit Hilfe des semiklassis- 
chen Resultats (jl.l36l) bestimmen. Im Prinzip ware dies wieder moghch durch einen Vergleich des halbklas- 
sischen Resuhates mit der Spektral-Darstehung des Zeitentwicklungs-Operators. Es ist jedoch im aUgemeinen 
nicht moghch, die klassische Bewegungsgleichung (|1.130p in geschlossener Form zu losen und damit die klassische 
Wirkung zu bestimmen. Stattdessen betrachten wir die zeitunabhangige greensche Funktion 

Gixb,x,;E) = j^d{tb-t,) (-0 U{xbtb,xata)e^''^'^-'-^"^ = E |^^^|^f^ ' (1-137) 

deren Pole uns die Energie-Eigenwerte und deren Residuum uns die Eigenfunktionen geben. Wenn wir an den 
letzteren nicht interessiert sind, ist es am einfachsten 

SP cm . / dx Gix, x;E)=Y. ^^^—-^ (1.138) 



'^^Diese Gleichung ist in der Variationsrechnung auch als Jacobi-Gleichung bckannt. Sic bcstimmt diejenige Verschicbung des 
Pfades, die minimal macht. Ist dieses Minimum positiv, so bcdcutct dies, dass fiir alle Verschiebungen die klassische Bahn ein 
Minimum, nicht nur ein Extremum der Wirkung ist. Es lasst sich zeigen (z. B. Schulman, p. 81 - 83), dass fiir geniigend kleine 
T = tfj — ta die klassische Bahn tatsachlich ein Minimum ist, dass jedoch beim Durchgang durch cincn Fokalpunkt 5'^ S > wird, 
d.h. die klassische Bahn ist nur noch ein Extremum der Wirkung. 
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zu untersuchen. Die Fourier- Transformation fiihren wir ebenfalls wieder mit Hilfe der Methode der stationaren 
Phase durch. Die stationaren Punkte des Zeit-Integrals erfiillen 



d_ 

df 



5ki(xT, xO)+ET 



= 



(1.139) 



was eine bekannte Beziehung fiir die Energie der klassischen Trajektorie darstellt. Ebenso konnen wir das 
Integral iiber x (d.h. die Spur) mit dieser Methode auswerten. Da die Ableitung der Wirkung nach den 
Endpunkten den Impuls des Teilchens an diesen Punkten ergibt (Ubungsaufgabe[6]) finden wir die Bedingung 



p{T) - p{0) = . 



(1.140) 



Mit anderen Worten: wir suchen klassische Trajektorien mit der Energie E , die sowohl in den Koordinaten x 
als auch in den Impulsen p periodisch sind. GL (I1.138P wird dann 



Sp G{E) ~ const. ^ Ak ' 



,iW(Tk)/h 



(1.141) 



wobei 



W{T) 



ET + S],i{T) = ET + [ dt{p-x-H)= [ dtp-x 
Jq Jo 



(1.142) 



ist, und der Faktor Ak ahe Vorfaktoren von der halbklassischen Naherung und den quadratischen Fluktuationen 
um die stationaren Punkte enthah. Das Ergebnis (|1.141|) ist besonders einfach fiir ein Potential mit einem 
einzigen Minimum, wie es in Abb. [5]skizziert ist. 



V{x) 




Xi 



X2 



Abb. 5 ; Ein Potential mit zwei Umkehrpunkten. 



Das Teilchen fiihrt dann eine periodische klassische Bewegung zwischen den Umkehrpunkten xi und X2 aus; 
bekanntlich findet man aus der Energieerhaltung mx^ jl + V{x) — E fiir die Periode 
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und jedes Vielfache von T{E) erfiillt ebenfalls die Stationaritats-Bedingung (|1.139p . so dass Tk{E) = kT{E) 
ist. Der Exponent in Gl. (|1.14ip kann dann als Vielfaches von W\T{E)]/h geschrieben warden. Wenn man 
den Vorfaktor Ak ignoricrt, erhalt man also 



C30 

SpG(i;) = const. ^ 



iW[T(E)\/h 



fe=l 



const. 



exp {iW[T{E)]/h) 
l-ey.^{iW[T{E)]/h) 



Dieser Ausdruck hat Pole bei Energien, die die Quantisierungs-Bedingung 

W[T{E)] = jpdx^ 2im h 



(1.144) 



(1.145) 



erfiillen. Man kann zeigen (Schulman, chapter 18), dass die (bisher vernachlassigten) Vorfaktoren jeweils eine 
Phase 7r/2 beitragen.Dies bedeutet, dass das Minus- Zeichen im Nenner von Gleichung (|1.144p in ein Plus-Zeichen 
umgewandelt wird, und dass wir im Endergebnis die alte Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel 



j>pdx ^ J dx y^2m [E - V{x)] = 7r(2n+l) h 



(1.146) 



erhalten haben. 



1.6 Potentialstreuung und Eikonal-Naherung 

Wir woUen nun Streuung in einem lokalen Potential 

V = V{r) (1.147) 

betrachten, das zu einem kontinuierlichen Spektrum des Hamilton-Operators fiihrt, wenn es fiir grosse Werte 
von r (hinreichend schnell) abfallt. Der Anfangs-Impuls des Teilchens sei (ft = 1) und der End-Impuls k/ . 
Zeitabhangige Streuung wird im Wechselwirkungsbild formuliert, in dem die freie Propagation des Teilchens 
abgespalten ist. Die S-Matrix ist dann nichts anderes als das Matrixelement des Zeitentwicklungs-Operators im 
Wechselwirkungsbild Ui{tb,ta) = exTp(iHQti))U(ti,,ta) exp^—iHota) zwischen den Streuzustanden, genommen 
bei asymptotischen Zeiten: 



Si^f = lim (kf 


Ui{T,~T) 


k.) . ^inn^ e^(--.)- (k, 


Lf{T,-T) 






mS{E.,~-Ef)X,^f. 







(1.148) 
(1.149) 



Die zweite Zeile definicrt die T-Matrix, bei der die energieerhaltende (5-Funktion abgespalten wurde Es ist 
gebrauchlich, eine Streuamplitude 

777 

f{n)^^-T,^f (1.150) 

ZTT 

so zu definieren, dass der differentielle Wirkungsquerschnitt durch 

^^Da das Streupotential nicht translationsinvariant ist, gibt cs nur Encrgic- und nicht Impuls-Erhaltung; Ei = k^/(2m) = = 
k2/(2m) . Die Streuzustande sind auf (ky |ki) = (27r)='(5(^' (k/ - k;) normicrt. 
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gegeben ist. Hierbei ist Q, der Raum-Winkel des auslaufenden Teilchens. Fiir ein kugelsymmetrisches Potential 
ist die Streuamplitude nur eine Funktion des polaren Streuwinkcls 6. 

Wir woUen nun eine Pfadintegral-Darstellung der T-Matrix finden 0. Wir starten von der Formulierung 
(jl.29p fiir den Zeitentwicklungs-Operators U (x^, ti,; x^, ta) und verwenden einen Trick, um zu einer Integration 
iiber Geschwindigkeiten zu gelangen: wir multiplizieren das Pfadintegral mit der folgenden "Bins" 



N 

1 = n / ^''^fc ^ 

,. k=l { 



Xfe - Xfe_l 



N 

Jl / d3wfc(5(xfe -Xfc_i -evfc) . (1.152) 



Nun konnen wir die Xfc-Integrationen (A: = 1, ... — 1) ausfuHren. Dies ergibt Xj = xq + eX]i=i '^i; oder in 
der kontinuierlichen Schreibweise die Bahn xs(t) = x^ + J^* dt' v'{t'), wobei die Randbedingung bei t = ta 
verwendet wurde. Die Randbedingung bei t — th ergibt Xb — Xa + J*'' dt'v{t') , was durch Addition der beiden 
sich daraus ergebenden Ausdriicke fiir x^ (t) und Division durch zwei die symmetrischere Beziehung 



Xb 



dt'v{t')- / dt'v(t') 

'ta Jt 

liefert. Bei der Integration iiber x^ bleibt jedoch eine (5-Funktion iibrig, so dass wir erhalten 



Xb 



x„(t) 



(1.153) 



U{'X.b,tb;^a-,ta) 



3N 

' em \ — 



N 



N 



•exp^ ie^[yv2-y Xj=Xa + e^v, 

j=l \ i=l J 

tb \ ( th 

V\{t)6'^^^ {^b-^a- J dtwit) expJ i J dt[^v^t)-V{^B{t)) 



(1.154) 
(1.155) 



Das "Mass" Vv ist dabei so definiert, dass das gaufische Integral eins wird 

2?3i;(i) expji^ diyv2(t)| = 1, (1.156) 

wie aus der diskreten Form ersichtlich ist. Diese Pfadintegral-Darstellung des Zeitentwicklungs-Operators ist 
natiirlich fiir ein allgemeines Potential genausowenig analytisch losbar, wie die urspriingliche Form. Wegen 
der physikalischen Interpretation der Hilfsvariablen v als Geschwindigkeit hat Gl. ()1.155p jedoch den Vorteil, 
einen guten Ausgangspunkt fiir Naherungen zu bieten, vor allem im Hochenergie-Fall. Man beachte, dass das 
Funktional-Integral iiber v keine Randbedingungen enthalt, da diese alle in der iibriggebliebenen 5- Funktion 
und der Bahn XB(i) enthalten sind. 
Wir schreiben nun Gl. (I1.148P als 



lim e'(S'+^/)^ [ d^xd^ye-'''f^u{^,T:y,-T)e'''^-y 

T-i-oo J 



(1.157) 



und setzen die Darstellung (|1.154p darin ein. Wenn wir die Koordinaten r = (x-|-y)/2 , s = x — y verwenden, 
dann erhalten wir 



5, 



T-i-c 











1 V^v exp < 











:^v^(i)-K.v(t) 



+T 

•exp <, -I I dtV {r + Xy{t)) 

-T 



(1.158) 



Die Darstellung folgt der Arbeit |12) . 



36 



Kapitcl 1 : Quantcnmcchanik 



weil die Relativ-Koordinate s durch die (5-Funktion in Gl. (|1.154p festgelegt ist. Hierbei haben wir den 
Impulsiibertrag und den mittleren Impuls 



K 



(k, + k. 



(1.159) 



eingefiihrt und die Vorzeichenfunktion sgn(a:;) — x/\x\ benutzt, um das Argument des Potentialterms kompakt 
durch 

1 



Xt, (t) 



dt' sgn(t-t')v(t') 



(1.160) 



auszudriicken (xt,(t) ist die Abweichung der Bahn von der mittleren Position, siehe Gl. (|1.153p ). Die Ver- 
schiebung 



v(i) v(t) + 



K 



(1.161) 



eliminiert den linearen Term im Exponenten des Funktional-Integrals. Da /^r" dt' sgn(t — t') — 2t und 
Ei + Ef — K^/m q^/(4m) ist, folgt als Ergebnis 



= lim cxp ( i T 



4m 



(fir e"''! '' / V^v exp 



• exp 



|-^/JdiV^(r+^^ + x.(t))| 



(1.162) 



Wenn die Wechselwirkung schwach ist, kann man nach Potenzen des Potentials entwickeln. In nullter Ordnung 
ergibt sich 



(1.163) 



und daher konnen wir schreiben 



exp 



+^ / K 

dtV r + —t + Xy{t) 



- 1 



(1.164) 



Die Pfadintegral-Darstellung (|1.164l) hat den Nachteil, dass eine Phase q^T/ {Am) auftritt, die im Limes T — > oo 
scheinbar divergiert. Natiirlich hebt sich diese Phase in jeder Ordnung der Storungstheorie weg, so dass der 
Grenziibergang T — >■ oo tatsachlich existiert, aber man wiirde gerne eine Formulierung haben, die das von 
vornherein eingebaut hat. Das kann man in folgender Weise erreichen: zuerst benutzt man, dass jede Potenz 
von im r-Integral dadurch erzeugt werden kann, dass der Laplace-Operator — A auf den Faktor exp(— iq- r) 
anwendet wird. Mit anderen Worten: 



exp I i^—T I e 
' 4to 



-.exp(-.AT,e 



(1.165) 



Eine partielle Integration (die keine Randterme produziert, wenn das Potential schnell genug abfallt) lasst die 
Exponentialfunktion mit dem Laplace-Operator nach rechts, also auf den Potentialterm, wirken. Schliesslich 
verwenden wir einen Trick, den man als Aufheben des Quadrates ("undoing the square") bezeichnet und 



^^In der Mehrkorper-Physik wird dies auch als "Hubbard-Stratonovich"-Transformation bczcichnet und in Kapitcl 12.71 
ausfiihrlicher bchandelt wcrdcn. 
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der das Quadrat (eines Operators) im Exponenten linearisiert. Im einfachsten Fall eines gewohnlichen Integrals 
ist das einfach die Identitat 



A'Ka 



+00 



dy exp [ -j^V 



[a reell) , 



(1.166) 



die durch quadratische Erganzung bewiesen werden kann. Man kann das aber auch auf Pfadintegrale ausdehnen 
und beispielsweise schreiben 



exp^-^TA^ = J V^w{t) exp ~i J 



dt-w\t) 



dtf{t)v/{t) ■ V 



(1.167) 



wobei das "Mass" so gewahlt ist, dass das gaufische Integral wieder auf eins normiert ist. Die beliebige Funktion 

+T 

-T 

r+T 



f{t) muss nur dt /^(i) — T/2 erfiillen und wir wahlen sie als f{t) = sgn(t)/2, so dass unsere Darstellung 



=/^MOexp -^J_^ dt^ 



w 



= (t)-x^(0)-V 



(1.168) 



lautet. Man beachte, dass das Vorzeichen des quadratischen w-Terms in Gl. (|1.168p notwendigerweise negativ 
ist - wir konnen daher die dreidimensionale Hilfsvariable w(i) als "Anti-Geschwindigkeit" bezeichneuQ Der 
Vorteil der Linearisierung im Exponenten ist, dass wir nun einen Differential-Operator erhalten haben, dessen 
Wirkung wir kennen: er verschiebt das Argument der Potentialfunktion einfach um — x^,(0) (das ist nichts 
anderes als das Taylor-Theorem exp{a d / dx) f (x) = f{x + a) ). Das Ergebnis dieser Operationen ist also der 
Ausdruck 



(5-1: 



lirn J d^re-^'i'' J V^vV^w ejipi^i"^ J dt [^^'^ (t) - mv^ (t)] 
•jexp ij dtV (^r+^t + x^{t)^x^{0)j -l| 



(1.169) 



Das ist frei von der "gefahrlichen" Phase, so dass wir nun den Grenziibergang T — >■ cx) formell durchfiihren 
konnen. Der Preis ist eine zusatzliche (funktionale) Integration iiber die "Anti-Geschwindigkeit" . 

AUerdings haben wir noch nicht die energieerhaltende (5-Funktion "herausprapariert" , um die T-Matrix 
gemass Gl. (|1.149p zu erhalten. Man kann nachpriifen, dass dies gelingt, wenn man Gl. (jl.l64p nach Potenzen 
der Wechselwirkung entwickelt: in jedem Term dieser Storungs-Entwicklung steckt eine solche energieerhaltende 
i5-Funktion. 

Wie kann man dies erreichen, ohne nach Potenzen der Wechselwirkung zu entwickeln ? Dazu verwendet man 
einen Trick, den Faddeev und Popov in die Feldtheorie eingefiihrt haben, um nichtabelsche Eichtheorien zu 
quantisieren (siehe Kapitel [3.3p . Wir bemerken zuerst, dass im Grenzwcrt T — > 00 die Wirkung im Pfadintegral 
(|1.162[) invariant unter der Transformation 



K 



At) - v(t) 



ist, well 



+T 



dtV ( r+—t + xy{t) ] = 



T-T 



dtVl fH 1+- 



T-T 



T-T 



dt' v{t')sgn{t - t') 



(1.170) 



(1.171) 



-T-T 



^Eine Pfadintegral-Formulierung der Potcntialstrcuung ohne Anti-Gcschwingigkcit findet man in 1131 . 
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Fiir endliches t und T — > oo spielt die Abanderung der Integralgrenzen keine Rolle und die Wirkung bleibt 
unter der Transformation (|1.170|) unverandert 0. Dies bedeutet aber, dass die Komponente des Vektors r, 
die parallel zu K ist, nicht fixiert ist, was zu einer Singularitat fiihrt, wenn wir dariiber integrieren. Diese 
Singularitat ist gerade die energieerhaltende i5-Funktion, die wir suchen. Wir konnen sie extrahieren, wenn 
wir die Longitudinalkomponente zuerst fixieren und dann iiber alle moglichen Werte integrieren, d.h. wir 
niultiplizieren das Pfadintegral (|1.164l) beispielsweise mit der folgenden "Eins" 



K 



(1.172) 



Wir fiihrcn nun die Transformation (|1.170l) im Pfadintegral durch und crhaltcn 

IK 



lim 

m T-i-oo 



+ 00 



dr I (fir exp 



K 

• r + iq • — r 



^ K-r 



J V^v V^w exp 1 1 dt ^ [v2 [t) - w2 [t)] I 



exp 



+^ / K 

dtV r + — t + x„(i) - x^(0) 



- 1 



(1.173) 



wobei wir zur Vereinfachung der Schreibweise die iiberstrichenen Variablen durch die urspriinglichen ersetzt 
haben. Die einzige r-Abhangigkeit im Integranden besteht jetzt im Faktor exp(irq • K/m), so dass die Inte- 
gration dariiber genau die energieerhaltende (5-Funktion produziert: 



27r(5 



q K 



= 27r<5 - 

\ 2m 2m 



(1.174) 



Zusatzlich wird nach der Transformation im Pfadintegral die Longitudinalkomponente von r auf den Wert Null 
gesetzt. Wenn wir beachten, dass q\\ = ist, crhaltcn wir dann folgenden Ausdruck fiir die T-Matrix 



(+00 




'ix(b,X;v,w) 



(1.175) 



wobei eine Phase 



X(b,if;v,w) = - r dtv(h 

J —OO \ 



+ — < + x„(i) -x^(0) 



(1.176) 



definiert wurde, die von den Geschwindigkcitcn v(i),w(i) abhangig ist. Dabei bezeichnet b die transversale 
Komponente des Vektors r und E — Ei — Ef — k'^/{2m) die Streuenergie. Ausserdem gilt 



|q| = 2fcsin- 



K 



IKI = fccos- 
' ' 2 



(1.177) 



Man kann nachpriifen, dass Gl. (|1.175p die cxaktc Born-Reihe in alien Ordnungen reproduziert, also alle 
Manipulationen richtig waren. Interessanter als die Ableitung der Storungstheorie ist jedoch, dass dieses Ergeb- 
nis der geeignete Ausgangspunkt fiir Hochenergie-Naherungen ist. In diesem Fall erwartet man, dass sich das 
Teilchen im wesentlichen entlang einer geraden Bahn mit der (konstanten) Geschwindigkeit K/m bewegt, und 

■^'^Tatsachlich ist das einc dclikatc Vcrtauschung von Grcnzwcrtcn, dcrcn Bcrcchtigung nachgcpriift wcrdcn muss. 
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das Funktional- Integral iiber v und w nur die Fluktuationen um diese Bahn beschreibt. Dass dies tatsachlich 
der Fall ist, sieht man, wenn man die Substitution 



m , , V K , ^ , ^ y K , ^ 

t = —z, v(t) = - — v(z), w(i) = - — w(z) (1.178) 
Km m 

durchfiihrt: das Pfadintegral (|1.175p behalt im Wesentlichen seine Form in den neuen Variablen§f|, aber die 

Phase wird 

+00 

X(b,/^;v,w) = I dz^(^b + Kz + -^[x,(i)-x^(0)]^ . (1.179) 

—00 

Dies zeigt, dass man fiir festen Impulsiibertrag eine systematische Entwicklung in inversen Potenzen von 
K — kcos{d/2) dadurch erhalt, dass man die Phase x gleichzeitig nach Potenzen von v(i) und w{t) entwickelt 
und die funktionalen Integrale Glied fiir Glied ausfiihrt. Man kann erwarten, dass dies fiir grosse Werte der 
Energie, kleine Streuwinkel 9 und schwach veranderliche Potentiate giiltig sein wird. 

Das kann man wie folgt sehen: ofFensichtlich sollte die Korrektur, die aus dem nachsten Term der Taylor- 
Entwicklung des Potentials entsteht, klein gegeniiber dem fiihrenden Term sein, d. h. |VF • Xg/VX| << V. 
Nimmt man nun an, das die Geschwindigkeits-Fluktuationen nur innerhalb der Reichweite R des Potentials 
relevant sind, dann findet man, dass v = 0{1/^/R) und xig = 0{^/R) und damit 



KR » l^R — J - ^- j : (1-180) 

wobei a die Lange ist, iiber der sich das Potential stark verandert. Es ist also nicht notwendig, dass die 
Geschwindigkeit k/m des streuenden Teilchens sehr gross sein muss, damit die Eikonal-Naherung angewendet 
werden kann; das ist beispielsweise in der Atomphysik wegen der grossen Massen und kleinen Energien, die 
dort auftreten, fast nie gegeben. Da andererseits K — kcos{9/2) fiir grosse Streuwinkel immer kleiner wird, 
sieht man auch, dass das Kriterium (jl.1801) dann nicht mehr erfiillt werden kann. 

Die flihrende Naherung erhalt man einfach dadurch, dass man v = w = im Argument des Potentials setzt: 

+00 



,f ~ I— / d^be-''^-^ < exp 



-i^ / dzv(h + Kz^ 



1 , (1-181) 



da die Funktional-Integrale durch die Normierung trivialerweise eins sind. In Vorwartsrichtung ist der Unter- 
schied zwischen K = kcos{9/2) und k irrelevant, so dass man die iibliche Eikonal-Naherung o 

k 



^i^f — * 

■' m 



j d^b e-'"^-^ ( e*^"('") - 1 ) (1.182) 



bekommt. Hierbei ist 



00 



m 



Xa{h) = - dtV [h + K—t] = -— dzV{h,z) (1.183) 



k 



die Phase, die das Teilchen entlang seiner geraden Bahn "aufgesammelt" hat Man beachte, dass die erste 
bornsche Naherung fiir die T-Matrix aus Gl. (|1.182p folgt, wenn man - fiir schwache Potentiale - exp(zxo) bis 
zur ersten Ordnung entwickelt: 

Tf'^f —^i-f d^e-'^i-^ [-z^ dzV{h,z)] = f e^'i"" V^(r) = V{q) = i;^^/™ . (1.184) 



^■^Bis auf die Tatsache, dass die kinetische Energie von Geschwindigkeit und Anti-Geschwindigkeit jetzt (v^(t) — w^(i))/2 lautct, 
also nicht mehr die Masse des Teilchens enthalt. 
•^^Die Variante I II.I8III geht auf [M] zuriick. 

■^^Der Index zeigt die inverse Potenz von K an, wobei m/K beliebig sein kann. 
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Im Gegensatz zur ersten bornschen Naherung fiihrt die Eikonal-Naherung jedoch zu einer komplexen Streuam- 
plitude, wie die Unitaritat (das "optische Theorem") dies auch erfordert. 

Vertiefung 8: Unitaritat 

Unitaritat ist eine der "gcliciligtcs" Prinzipicn dcr Quantcnpliysik; grob gesagt verlangt sic, dass bci jcdcm Prozcss niclit mchr licrauskom- 
men kann als am Anfang voriianden war. Oder formaler (abor genauer) fiir die S-Matrix 

S = 5 5+ = 1 . (1.185a) 

Wcnn man die Bczieliung J1.149t darstcllungsfrei als 

S = 1 - 27ri(5 (B; - iff,) f (1.185b) 
sciircibt, dann fiilirt die Unitaritat l ll.l85at dcr ^-Matrix auf folgcndc Bczieliung, die die T-Matrix erfiillen muss: 

f-ft = —t^s(^Ei-Ho^f. (1.185c) 
Wcnn man davon Matrix-Elcmcntc fiir den spezicllcn Fall i — f, d.h. fiir Vorwarts-Streuung, nimmt, erhalt man 

ImTi^i = -£l f '^^P \ Ti^p\l=k . (1.185d) 

weil die 5-Funktion in Gl. ( 11.185c| | den Betrag des Impulses p auf den ausseren Impuls k — |ki| — \l^f \ festlegt. Ublicherweise betrachtet 
man die Unitaritats-Bezichung (das optische Theorem) fiir die Streuamplitude 150[ l 



Im 



f{e^o) ^ ^ [ dn\f(e)f - ^<^tat - (i.isse) 



Da die 1. bornsche Naherung ( ll.lS4t zu einer reellen StreuampUtudc fiihrt, ist das optische Theorem in dieser oft verwendeten Naherung 
also nicht erfiillt. Die Streuamplitude der Eikonal-Nlierung bcsitzt jedoch einen Imaginarteil in Vorwartsrichtung 

Im/"^(^-0) ^ — f d^b [l-cosxo(b)] , (1.185f) 

so dass die linke Seite des optischen Theorems fiir diese Naherung von Null vcrschieden ist. Der totale Wirkungsquerschnittes auf der 
rechten Seite ist 

Man kann die Winkelintegration durch cine Integration liber den Impulsiibcrtrag q — 2k sin(6 /2) ersetzen 

1 2 , . 

dn ^ 27r sine d6 ^ — qdq ^ d q (l.lS5h) 

k^ k^ 



und erhalt dann 

eik 



Wenn wir das zweidimensionale g-Integral aufspalten in einen Anteil, in dem der Impulsiibcrtrag unbcschrankt ist und einen "Defckt" , dcr 
dies wieder korrigiert, ergibt der 1. Anteil eine i5-Funktion 

[ d^qe'"^-^^-^'^ - (27r)^5(b-b')- [ d^ q e'"^'^^-^' \ (l-lSSj) 

•J q<2k J q>2k 

die gcnau zur Erfiillung des optischen Theorems fiihrt: 

o-,tt ^ I d'h\ e'^o^^^ - 1 1% A°^^ . (l.lS5k) 

= 2(l-cosxo) 

Der Defekt des totalen Eikonal-Querschnittes ist offensichtlich negativ 



(1.1851) 



und klein, wenn dcr Wirkungsquerschnitt sein Maximum in Vorwartsrichtung hat und bei grosseren Winkcln (Impulsiibcrtragcn) stark 
abfallt, was bei hohen Energien der Fall ist. Wir wollen ihn grob abschatzen, indem wir die 1. bornsche Naherung verwendcn, also 
annchmen, dass die Phase Xo(t>) klein ist. Dann erhalten wir 



ilT^ J„>2fc L J 



(1.185m) 
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und miisscn die Fouricrtransformicrtc oincs (zur Vcrcinfachung kugclsymmctrisch angcnommcncn) Potentials 

47r f°° 

V(q) — — / dr r sin(gr) V(r) 
q Jo 

fiir grossc Wcitc von q — |q| bcstimmcn. Das gcschicht am cinfachsten durch fortwahrende partielle Integration 
(sin(gr) — — [cos(gr)] /q ; cos(gr) — [sin(gr)] / q) und crgibt 



4ir f [rV(r)](0) [rV(r)]"(0) 



(1.185n) 



(1.185o) 



Jc nachdcm, wic sich das Potential im Ursprung vcrhalt, ist die Potenz des Abfalls verseliieden; z. B. verlialt sich die Fouriertransformierte 
eines Yukawa-Potentials V(r) — Vq cxp(— /Ar)/r asymptotisch wie 1/<J^. Das gilt allgemein: wenn 



V{r) 



Vor" 



V{q) 



Aus Gl. ]1. 185inl folgt sodann, dass fiir solchc Potcntialc dcr Dcfckt wie 



bei hohen Energien verschwindet: die Eikonal-Naherung ist dann (fast) unitar 



(1.185p) 



(1.185q) 



Wenn man die Streuung an einem kugelsymmetrischen Potential betrachtet, kann man die Winkelintegration 
in Gl. (|1.182l) ausfiihren und erhalt fiir die Streuamplitude 



dbbJf 







oiqb) ( 



(1.186) 



Hicrbei ist Jq eine Bessel-Funktion 0-tcr Ordnung und die Eikonal-Phase besitzt die explizite Darstcllung 

"-l-OO 



Xo{b) ^ ^jj dz V (Vfo^ + z^) . 
Das kann mit der bekannten Partialwellen-Entwicklung der Streuamplitude 

^ oo 

f{e) = — ^(2/ + l)PKcos0) fe2'*'W-l 



(1.187) 



(1.188) 



1=0 



verglichen werden: fiir grosse Streuenergien tragen so viele Partialwellen bei, dass die Summation iiber I 
durch ein Integral iiber den Stossparameter h = (Z + l/2)/fc ersetzt werden darf. Benutzt man noch 
eine asymptotische Darstellung der Legendrc-Polynomc Pi{cos.6) fiir grosse Werte von I, dann findet man 
komplcttc Ubereinstimmung mit der Form des Eikonal-Resultats ()1.186p und die einfache Beziehung 26i{k) ~ 
Xo{b) zwischen Streu- und Eikonal-Phase. 



Die erste Korrektur zu diesem Ergebnis lasst sich relativ einfach berechnen: wir entwickeln die Phase ()1.176|) 
bis zur ersten Ordnung 

x(b,K;v,w) = - f^^ dtv(h+-t 



m 



+ 00 



K \ 1 /■+°° 
dtWV \h+—t] - I ds 
m 2 



v(s) sgn(t — s) — w(s) sgn(— s) 



(1.189) 



und fiihren die gaufischen Funktional-Integrale iiber v und w durch. Das korrigierte Ergebnis 

K 



^■^Siehe, z. B., {Handbook}, eq. 9.1.21 
28{Handbook}, cq. 22.15.1 . 



(1.190) 
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enthalt jetzt eine Zusatzphase 



1 

Xi(b) ^ -— lim / ds / diidt2 VFi • VV2 
8m T->oo J rp J rp 



sgn(ii - s) sgn(t2 - s) - sgn^(-s) 



(1.191) 



wobei der zweite Term in der eckigen Klammer von der Integration iiber die Anti-Geschwindigkeit stamnit und 
Vi/2 die Kurzforni fiir V{h + Ki2/2/^'T') ist- Die s- Integration kann man mit Hilfe von 



+T 



ds sgn{t - s) sgn{s ~ t') ^2 \t-t'\~T 



durchfiihren und erhalt 



Xi(b) 



lim 

4m T-i-oo 



dtidt2\7Vi • VF2 \ti-t2\ 



(1.192) 



(1.193) 



Die T-abhangigen Terme haben sich dabei - wie erwartet - durch den Beitrag der Anti-Geschwindigkei wegge- 
hoben. Fiir ein kugelsymmetrisches Potential lasst sich Gl. (|1.193p durch Benutzung der Relationen dV{r) /dz = 
zV'{r)/r , dV{r)/dh = bV'{r)/r und durch partielle Integrationcn zu 



Xi(b) 



1 /"rriY 
2K \k) 



1 



d_ 



+00 



dzV^ir) , r = \J\P- + z2 



(1.194) 



vereinfachen und zeigt explizit, dass diese Phase OiXjK) ist, wenn man fiir die Geschwindigkeit i^/m beliebige 
Werte zulasst. Das Ergebnis ist (bis auf den Gebrauch von K = kcos{9/2) statt k, was aber in dieser Ordnung 
unerheblich ist) identisch mit dem nachsten Glied einer systematischen Eikonal-Entwicklung, in der auch noch 
hohere Ordnungen mit quantenmechanischen Methoden berechnet worden sind [15], [16]. 



Beispiel : Streuung im Coulomb-Potential 

Das Coulomb-Potential 

Vcir) = — (1.195) 
r 

weist wohlbekannte Schwierigkeiten durch seinen langsamen Abfall im Unendlichen auf. Aus der Losung der 
Schrodingergleichung ist beispielsweise bekannt, dass die Streuwelle im asymptotischen Bereich nicht nur die 
charakteristische Kugelwelle aufweist, sondern eine zusatzliche logarithmische r-Abhangigkeit 0: 

V'gostrcut ''-^ i exp [ i (fcr - 7 In 2A:r) ] • fc{0) , (1.196) 
r 

wobei 7 = Zam/k der Sommerfeld-Parameter ist und 

•^c^(^) = "^77—^7^ ^''P "^^l'^ ( ^ ) + ^^'^o , ^0 = argr(l + ij) (1.197) 
2/csm [0/2) I \ I J 



die Coulomb-Streuamplitude. In der Eikonal-Naherung fiihrt die Langreichweitigkeit zu einer divergenten 
Eikonal-Phase xo (siehe Gl. (|1.187p V Uni dieses Potential trotzdem behandeln zu konnen, schneiden wir es bei 
einem grossen Radius R ab 

Vc{r) Vlj^\r) ^ ^Q{R-r) . (1.198) 



'Siehe, z. B., {Messiah 1}, p. 430. 
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In der Natur tritt diese Abschirmung tatsachlich immer auf, z.B. in cincm Atom, bei dem die Hiillen-Elektronen 
die nackte Ladung des Kerns bei atomaren Abstanden neutralisieren. Nach dieser Modifikation konnen wir die 
Eikonal-Phase (|1.187p berechnen und finden 



Jb 



dr 



Da damit 



f kb 

\2kR) 



b<.R 

eine Potenz in b ist, kann man das Stossparameter- Integral in Gl. (I1.186P ausfiihren|f°| und findet 

z'^'-'''-^-''''' fc{e) . 



1 {2kRy^''^ r(i + i7) 



(1.199) 



(1.200) 



(1.201) 



2ik (sin6l/2)2+2n r(-i7) 

Bis auf die zusatzliche Phase von der Abschirmung gibt die Eikonal-Naherung also das exakte Ergebnis fiir 
die Coulomb-Streuamplitude. Eine Zusatzphase — 7ln2A:i? erhalt man auch aus Gl. (|1.196p . wenn man 
das Potential bei r = R abschneidet und die Kugelwelle sich weiter im potentialfreien asymptotischen Bereich 
ausbreiten lasst 



Vertiefung 9: Korrekte Behandlung des Coulomb-Potentials 



Bei der Ableitung von Gl. J1.20H ist mchifacli "gcschwindclt" wordcii, um das richtigc Ergebnis zu erhaltcn: zum einen haben wir b ^ R 
vorausgesetzt, dann die Formel 

(1.202a) 

r((l-A^)/2) 

mit /J- — 1 + 2^7 verwendet, die aber nur fiir —1 < He fi < 1/2 gilt und schliesslich einfach die ^'1" im Intcgranden nach der Exponential- 
funktion wcggelassen ... Eine korrekte Ableitung halt den Abschneideradius R wahrend der Integration endlich und lasst ihn erst nach 
dem Ausfiihrcn des (nun konvergcnten) Intcgrales gegcn uncndlich gchen. Das ist komplizierter, aber machbar, well das endlichc Integral 



/■°°. M,, ^ r((i + A')/2) 

/ ax X jQ{axj — la 

Jo 



/ dx x^ jQ{ax) — a ^ ^ 
Jo 



[fi. - l)a Jo{a) Sf,_i,_i(a) + a Ji(a) Sf^,o{a) + 2 



^ r((l + M)/2) 



(1.202b) 



durch Lommelfunktionen S^^iy{z) analytiseh ausdriickbar ist und fiir Re > — 1 konvergiert Wenn 
Streuamplitude fiir das abgesehnittene Couloinbpotential in Eikonalnaherung dureh 



r((i-M)/2) 

wir X — b/R setzen, ist also di{ 



f(R) oik 



-ikR' 



r dxx ( ) '' Jo {qRx) - (7 = 0) 

Jo V 1 + Vl — a; / 



en, wobei die vorher fehlende "1'' dureh das Abziehen desselben Ausdruckes fiir 7 — dargestellt wird. Die Entwieklung 

\ 

= 



1 + VI - x'^ I V 2 

erlaubt nun die gliedweise Integration iiber x mit Hilfe der Formel il.202b^ und wir erhalten 



(1.202c) 



(1.202d) 



-ikR' 2 



E 



(9/?.)i+2"+2'T 

+ Jl(qfl) Si+2,> + 2iT.,o(gii) + 2 
Nun konnen wir das asymptotische Verhalten der Lommel- und Besselfunktionen[ff] 
S^,.,.(z) "-^^^-^ [1 + Q)] , J.(z) 



(2n + 2j7) Jo(gi?) S2„+2,-y,-i (gi?) 

l + 2„ + 2iT 1 r(Tl + 1 + ^7) 



qR, r( — n — 17) 



2 / TT TT 

COS { Z — — — — 
TTZ V 2 4 



(7 = 0) 



(1.202e) 



(1.202f) 



vcrwenden, um den Abschneideradius R (gcnauer gesagt: qR, also nicht fiir ^ — ) gegen unendlich gehen zu lassen. Im letzten Term von 
Gl. I1.202et tragt dann nur das Glied mit n — bei, wahrend der zweite Term dominant und der erste subdominant ist. Das ergibt 



oik 

JC 



-ikR^ 2" 



j:a„ 



^=0 



\iqR) fqR\ r(i + »7) / 

qR 2 { 2 J r(-,:7) V 



cos((ji?. — 71 /4) 
(<;fl) = /2 



(7 = 0) 



(1.202g) 



^OSiehe, z. B., {Gradshteyn-Ryzhik}, eq. 6.561.14 . 

^^Einc gcnaucrc Untcrsuchung des abgcschnittenen Coulomb-Potentials findet man in 1171 . 
^^{Gradshteyn-Ryzhik}, eq. 6.56.13; Vorsicht Druckfehler ! 
^'■'{Gradshteyn-Ryzhik}, eq. 8.576, bzw. eq. 8.451. 
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Aus dcr Entwicklung il.202dl cntnchmcn wir fiir 2: — >- : ao — 1 und fiir x — 1 : a„ — 2 Damit wird 

/<«'-^-..H^ [^il^ + ^_£ii±M] -(, = 0), (1.202h) 

und wir schcn, dass die Subtraktion von 7 — 0, d.h. die "1" im Stossparameter-Integral, genau den (unerwiinschten) Term Ji{qB.) / (qR) 
weghebt und wir tatsachlich den Ausdruck ]1.201l > erhaltcn. 



Aus einer analytischen Fortsetzung der Streuaniplitudc in der Wellenzahl k lassen sich auch die Energien der 
gebundenen Zustande gewinnen: ofFensichtlich hat Gl. (|1.20ip als Funktion von k genau dort einfache Pole, wo 
die Gamma- Funktion im Zahler divergiert. Dies ist bei 

1 + i-fn ^ 1 + ^-{n-1), n = 1, 2, . . . (1.203) 

der Fall und ergibt tatsachlich die bekannten Bindungsenergien wasserstoffahnlicher Atome 

En^^^^'-^m. (1.204) 

Es ist natiirlich ein Zufall, dass die (niedrigste) Eikonal-Naherung fiir das Coulomb-Potential das exakte Resultat 
ergibt; die allgemeinen Uberlegungen zum Giiltigkeitsbereiches bleiben davon unberiihrt. Man beachte, dass 
die erste Korrektur (|1.194l) fiir dieses Potential tatsachlich verschwindet. 



Abb. [6]zeigt die relative Abweichung der approximativen Streuamplitude 



A/ 




/"approx /cxakt 


/ 




/cxakt 



(1.205) 



vom exakten Resultat fiir Streuung an einem attraktiven Gaufi-Potential 

V{r) = Voe-''''^^\ mit 2mVo = -4 (1.206) 

bei einer ("hohen") Energie, so dass kR = 4. Die relative DifFerenz (|1.205p ist empfindlich auf die korrekte 
Phase der Streuamplitude, wahrend die Abweichung der Wirkungsquerschnitte zum Teil irrefiihrend sein kann. 
Der Vergleich mit der numerisch berechneten exakten Partialwellen- Amplitude lasst erkennen, dass die 
Eikonal-Naherung in Vorwartsrichtung sehr gut ist, dass aber mit zunehmenden Streuwinkel die Abweichungen 
systematisch anwachsen. Obwohl das gaufische Potential fiir die Beschreibung der Weitwinkel-Streuung beson- 
ders schwierig ist, erweist sich die Eikonal-Naherung der 1. bornschen und auch der 2. bornschen Naherung 
weit iiberlegen. 

Die gute Beschreibung der Potentialstreuung durch die Eikonal-Naherung wird in der sog. Glauber-Theorie 
dazu benutzt, die Streuung von stark wechselwirkenden Teilchen an zusammengesetzten Targets (etwa Atom- 
kernen) mit Hilfe der elementaren Streuung des Projektils an den Konstituenten (im Beispiel Proton und 
Neutron) erfolgreich zu beschreiben, obwohl es eigentlich keinen Anlass gibt, hier eine Potential-Beschreibung 
fiir angemessen zu halten. 

Vertiefung 10: Grundlagen der Glauber-Theorie 

Die Elimination des Potentials ist moglich, well man die Beziehung (I1.182t als 2-dimensionale Fourier- Transformation umkehren kann 

r(b) := e-0<., „ 1 . ™ I ..... ^(,) = I ..... (i.,ora) 

und damit die "Profilfunktion" r(b) direkt aus (einer Parametrisicrung) dcr Streuamplitude gewinnen kann. Im Fall dcr Nukleon-Nukleon- 
Streuung kann man dies bei cincr bcstimmten Energie durch 

/(«) = ^'^tot (1-ip) e-"""^/^ (1.207b) 

^^Die Streuphasen-Methode bei zentralen Potcntialcn ist in {Messiah 1}, ch. 10 gut dargestellt. 




e (Grad) 

Abb. 6 : Relative Abweichung (|1.205p der approximative]! Streuamplituden von der Partialwellen- 

Streuamplitude fiir die Streuung in dem Gauss- Potential f|1.206p . Die 0-te Eikonal-Naherung (|1.182p 
ist mit "Eik 0" gekennzeiclinet, die 1-te Eikonal-Naherung (|1.19Qp mit "Eik 1". Ebenfalls ein- 
gezeichnet sind die 1. bornsche Naherung ("Born 1") und die 2. bornsche Naherung ("Born 2"). 



tun, was als Parameter den gemessenen totalen Wirkungs-Querschnitt cTtot, (das optische Theorem (|1.185c| l ist offcnsichtlich cingcbaut), 
das Verhaltnis p von Real- zu Imaginarteil der Streuamplitude in Vorwartsrichtung (aus der Interfercnz mit der Coulomb-Streuamplitude 
bestimmbar) und den Abfall-Parameter j3 des diffcrcnticllen Strcu-Querschnittcs mit dem Impuls-Ubcrtrag enthalt. Dies sind alles em- 
pirische, messbare Grossen — und von einer Potcntial-Bcschreibung ist nichts mehr zu sehcn! Diese kommt erst wieder ins Spiel, wenn wir 
annehmen, dass bei einer Streuung an cincm zusammengesetzten Objckt (ctwa cincm Atomkern) die Wechsclwirkung des Projektils mit 
den A Konstituenten durch 



y(r) = ^ y(r-x,) 



(1.207c) 



bcschricbcn wird, wic in dcr nicht-rclativistischcn Mchrtcilchcn-Physik iiblich (sichc Gl. 
linear im Potential ist, wird die Profilfunktion fiir das zusanimengesetzte Target 



1 I2T92I 1). Weil die Eikonalphase xo(b) in Gl 11.1831 1 



r (xi . . . Xyi; b) = exp 



Xo(b - 



1 = Yl [i + r(b-x.)] - 1 



(1.207d) 



und die Gesamt-Streuamplitude bei festen Streuzentren Xi 



fi^f (xi . . .xa) 



2iri 
k 



I'' 



Yl [i + r(b-x.)] -1 



r (b - xO + ^ r {b - X,) r (b - X, ) + . . . 



(1.207e) 
(1.207f) 



In dcr zwciten Zeile ist das Produkt nach Potcnzen der einzelnen Profilfunktionen entwickelt worden — das crgibt cine (endlichc) Rcihe 
von Mehrfach-Streuungen an den einzelnen Konstituenten. Wenn man nun annimmt, dass sich bei hohen Energien das Target wahrend 
des extrem kurzen Streuprozesses nicht verandert ("Naherun g des e ingefrorenen Kerns (frozen nucleus approximation)"), dann ist die 
Gesamt-Streuamplitude cinfach das Matrix- Element von Gl. i 1.20 711 zwischen der Wellenfunktion '^j des Target-Anfangszustandes und 
derjenigen des Target-Endzustandes '1'^ 

fi,i->f,F = (*f |/.->/(xi...xa)| */) . (1.207g) 



Fiir mehr Einzelheiten siehe etwa {Eisenberg-Koltunj- oder {Scheck}. 
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1.7 Greensche Funktionen als Pfadintegral 



Bis jetzt haben wir die Pfadintegral-Darstellung des Zeitentwicklungs-Operators U in verschiedenen Formu- 
lierungen diskutiert. Wir wollen jetzt greensche Funktionen 



GABih,t2) := (0 r AH{h)BH{t: 



betrachten, wobei | > der exakte Grundzustand des Systems ist, 

AH{t) = e'"'/^' Ah{Q) e-'"''^ 
ein quantenmechanischer Operator in der Heisenberg-Darstellung ( Bnit) entsprechend) und 



r 



AHiti)BH{t2) = Q{tl-t2)AH{tl)BH{t2) + e(<2 - ^l) ^^(^2) ^^(tl) 



(1.208) 



(1.209) 



(1.210) 



das zeitgeordnete Produkt der beiden Operatoren ist. Solche Objekte spielen in der Mehrkorperphysik und 
der Feldtheorie eine zentrale RoUe, da sie sich leicht in Storungstheorie berechnen lassen und alle wesentlichen 
Grossen (Grundzustands-Energie, Erwartungswerte von Operatoren, S'-Matrixelemente) daraus bestimmt wer- 
den konnen. 

In die Definition (|1.208p schieben wir einen voUstandigen Satz von Ortszustanden 



1= ldq\q><q\= I dq e'"''^ \q >< q\ e-'"'/^ 



(1.211) 



ein und erhalten 

Gab (^1,^2) 



dq dq ( 



jiit'/h 



T 



-iHt/h 



AH{tl)BH{t2) 
0' 



Die einzelnen Faktoren lassen sich wie folgt umschreiben: der erste 



jHt'/h 



q') = e'^ot'/h < I > = e»Sot7?i ^*(^') 



(1.212) 



(1.213) 



lasst sich durch die Ortsdarstehung des Grundzustandes und die Grundzustands-Energie ausdriicken, ganz 
analog auch der letzte. Wir konzentrieren uns daher auf eine Pfadintegral-Darstellung fiir den mittleren Faktor 
und nehmen zunachst an, dass A = B = x und dass ti > t2 ■ Nach Einschieben von zwei voUstandigen Satzen 
von Ortszustanden erhalten wir dann 



^-'^''/^XHih)xHit2)e'^'/^ 



= / dqidq2 qi 92 (<?' 



qi) (qi 



^-iH{t'-ti)/h ^ ^-iH{ti~t2)/h - g-iH(t2-t) 



^-iH{ti-t2)/h 



(12 ) (92 



(1.214) 



Nun konnen wir die Pfadintegral-Darstellung der einzelnen Zeitentwicklungs-Operatoren verwenden und bekom- 
mcn in der Hamilton-Formulierung 



"'xH{h)xH{t2)e'""'' 
dqidq2 qiq2 



x{ti)=qi 



2-Kh 



exp< - 



V'xVp 

2TTh 



exp 



x(t2) = q2 
X{t2) = q2 D'xVp 



x(t)=q 



2-Kh 



exp< - 



dr [px — H{x,p) 



dr [px — H(x,p) ] 



dr [px — H{x,p) 



(1.215) 
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Wie beim Beweis des Kompositionsgesetzes (|1.4ip darf man die Exponentcn zusammenfassen und alle Integra- 
tionen kcinncn mit Hilfe der zusatzlichen Integrationen iiber die Endpunkte qi , 52 zu einem einzigen Funktional- 
Integral konibinicrt werden. Fiir ti > t2 ist das Ergebnis also 

Jx(t)=q 



2Trh 



x{ti)x{t2) exp < - / dT[px~H{x,p) 



(1.216) 



Wenn t2 > ti ist, dann ergibt eine analoge Rechnung denselben Ausdruck, d.h. der Zcitordnungs-Operator ist 
automatisch in der Pfadintegral-Darstellung eingebaut ! Das ist nicht ganz verwunderlich, da die Zeitordnung 
durch die Nicht- Vertauschbarkeit der Operatoren zu verschiedenen Zeiten notwendig ist, das Pfadintegral aber 
nur mit gewohnlichen Zahlen operiert. Gl. (I1.216P lasst sich leicht auf beliebige Operatoren A = A{x,p) , B = 
B {x,p) verallgemeinern und lautet dann 



AH{tl)BH{t2) 



iHt/h 



x{t')=q' X)'xVv ( i 

Aip{h),x{ti)) Bip{t2),x{t2)) exp I -S[xit),p{t)] 



(1.217) 



Wir kehren jetzt zuriick zu der Formel (|1.212|) fiir die greensche Funktion, in die wir das Ergebnis ()1.217|) 
einsetzen konnen. Das Auftreten der Grundzustands-Wellenfunktion ipail) ist jedoch darin unbefriedigend, da 
der exakte Grundzustand i.a. nicht bekannt ist. Wir hatten gerne einen Ausdruck, in dem der Grundzustand 
gleichzeitig erzeugt wird. Dies ist dadurch moglich, dass man den niedrigsten Zustand des Systems durch einen 
Grenzprozess " herausfiltert" . Tatsachhch bleibt in einem Ausdruck der Form 



q 



O 



iE„t/h 1* 



(1.218) 



nur der Anteil des Grundzustandes iibrig , wenn man formal 

t — > ioo, t' — > — icxi 



gehen lasst: 



lim ( g' 



O 



(1.219) 



(1.220) 



Dies beruht auf der Tatsache, dass fiir n > , En > Eq , so dass die Beitrage der angeregten Zustande schneller 
abfallen als die des Grundzustandes. Wenn wir Gl. p.220p fiir die greensche Funktion der Operatoren A, B 
verwenden, erhalten wir 



GAB{ti,t2) = lim 







AH{tl)BH{t2) 













oder als Pfadintegral 



GAB{ti,t2) = lim 



/ V'xVpA{x{h),p{h))B{x{t2),p{t2)) e''^l"-Pl/^ 
/ V'xVp eiS[x,p\/h 



(1.221) 



(1.222) 
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Man beachte, dass sich in dem Ausdruck (|1.222p alle Normierungfaktorcn herausheben! Die unphysikalischen 
Limitcs (|1.219p sind fiir euklidische greensche Funktionen ganz natiirlich, bei denen iiberall die Zeit t durch 
—ir ersetzt wurde. Statt Oszillationen hat man dann iiberall Dampfung und das Pfadintegral ist mathematisch 
wohldefiniert. Daher untersucht man oft die euklidischen greenschen Funktionen und transformiert spater, 
wenn moglich, durch eine analytische Fortsetzung in die wahre Zeit zuriick. 

Die Operatoren A, B lassen sich durch die fundanientalen Operatoren x,p ausdriicken, etwa durch eine 
Taylorentwicklung. Es ist allerdings nicht notwendig, dass im Matrixelement die Produkte von £,p-Operatoren 
alle zur selben Zeit genommen werden: man kann n-Punkt-Funktionen 

Giti...t,,t, + i...tn) := {0\T[xH{h)...XHitj)pH{tj + l)...pHitn)]\0) (1.223) 

definieren und als Pfadintegral darstellen (wir schreiben im Folgenden den Grenzwert nicht niehr explizit hin): 

/ V'xVp x{h) . . . x{tj)pit^+,) . ..p{t^) e'S[.,p]/h 



Der ganze Satz von n-Punkt-Funktionen lasst sich aus einem erzeugenden Funktional 



(1.224) 



Z[J,K] = J V'xVp exp I^^S[x,p] + ^ J dt [J{t) x{t) + K{t) p{t)] 



(1.225) 



durch Funktional-Differentation nach den kiinstlich eingefiihrten, ausseren Quellen erzeugen, die danach wieder 
Null gesetzt werden 



G{ti...tj,tj+i...tn) = {-ihy 



5^ 



Z[J,K] 

SJ{ti) ...SJ{tj) 5K{tj+i)...5K{tn) Z[Q,Q\ 



J=K=0 



(1.226) 



Vertiefung 11: Erzeugende Funktionen 

Das erzeugende Funktional ist cine Verallgemeinerung des Begriffs der erzeugenden Funktion, die fiir eine Vielzahl von orthogonalen 
Polynomen existicrt ( {Handbook}, Table 22.9). Bcispielsweise ist 

g(x,t) ^ cxp(2xt-t'^^ ^ '^Hriix)^ (1.227a) 

die erzeugende Funktion fiir die hermiteschcn Polynome Hn(x). Offcnsichtlich gilt 

^"t^) ^ (1.227b) 
lt=o 

und man findet leicht Hq — 1, Hi — 2a;, H2 — 4a;^ — 2, — Sx^ — 12x, . . .. Bekannt ist auch die erzeugende Funktion fiir die 
Lcgendre-Polynomc 

I ^ .s = Yl ^"(^)*" ^ |t|,|:i|<l, (1.227c) 
die fiir die Multipol-Entwieklung des Coulomb-Potentials wiehtig ist. 

Im AUgemeinen kann man das erzeugende Funktional nicht exakt berechnen. Wenn man jedoch den 
Haniiltonoperator so in 

H = Ho +V{x,p) (1.228) 



"Der Mohr hat seine Arbeit [Schuldigkeit] getan, der Mohr kann gehn", in {Schiller}, 3. Aufzug, 4. Auftritt 
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aufspalten kann, dass das erzeugende Funktional Zq[J, K] bekannt ist, dann lasst sich ein geschlossener Ausdruck 
fiir das voile erzeugende Funktional angeben: zuerst zerlegt man den Exponenten im Pfadintegral ebenfalls in 

dt [px~Hoix,p) + J{t)x{t)+K{t)p{t)]- / dtV{x{t),p{t)) 



(1.229) 

und benutzt dann, dass x(t) durch Funktional-Differentation nach der Quelle J{t) , p{t) durch Differentation 
nach K{t) erzeugt warden kann. Damit lasst sich der Exponent der Storung aus dem Pfadintegral herausziehen 
und wir erhalten die Darstellung 



Z[J,K] 



exp 



D'xDp exp 

dtV 



- I dtV{x{t),p{t)) 



h 5 h 6 



exp 1^5*0 + j dt [J{t)x{t) + K{t)p{t)] 
Zo[J,K]. 



I 6Jit)' I SK{t) J \ (1-230) 

Natiirlich ist das nur eine formale Losung, und i.a. muss man die Exponentialfunktion nach Potenzen der 
Storung entwickeln und kann erst danach die Funktional- Ableitungen ausfiihren. Dies erzeugt die Storungsreihe 
fiir das erzeugende Funktional und damit fiir alle n-Punkt-Funktionen. 



Ein Beispiel : der anharmonische Oszillator 



Der Hamiltonoperator fiir den anharmonischen Oszillator in einer Dimension (m = h = I) 




(1.231) 



ist ein Prototyp fiir viele ahnliche Probleme. Tatsachlich lasst sich Gl. (|1.23ip als (/)*-Feldtheorie in (0+1) (Raum 
+ Zeit)-Dimensionen auffassen, und auch der Hamiltonoperator eines nicht-relativistischen Mehrteilchen- Sys- 
tems hat (in "2. Quantisierung" ) eine ahnliche Struktur. 

Das freie erzeugende Funktional lasst sich durch quadratische Erganzung im Exponenten leicht berechnen: 
Zuerst schreibt man 



1 2 

2^ 



px - -p- + Kp = --[p-{x + K)Y +^{± + KY (1.232) 

und fiihrt die Impuls-Funktionalintegration aus, die cinfach eine Konstante ergibt. Das verbleibende Integral 
ist ebenfalls ein gaufisches: 

Zo[J,K] = const / Pxe*^"!^'-^-^! (1.233) 



mit 



So[x, J,K] 



dt 



dt 



lii + Kf^^x' + Jx 



\x{-^^^.^)x^iJ-K)x^\K^ 



■.=o 



i(x. Ox) + (.J-k,x)+]^{K,K) 



(1.234) 



Hierbei wurde in der zweiten Zeile eine partielle Integration vorgenommcn und angenommcn, dass bei ta = 
ioo, tf, — ~ioo keine Randterme auftretcn. Die dritte Zeile ist eine Kurzschreibweise z. B. fiir 

ix,Ox):^ I dtdt' x{t)0{t,t')x{t') mit 0{t,t') = (-^ - uj'^\ 5{t - t') . (1.235) 
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Eine weitere quadratische Erganzung erlaubt das Ausfiihren des gauBschen x-Integrals mit dem Ergebnis 

Zn[J,K] = const. expi^^{K,K)- ^(^J-k,0-^, J- . (1.236) 
Wir miissen nun den inversen Operator 0^^{t,t') berechnen. Durch Fouriertransformation mit dem Ansatz 



/ + 00 ip 



-iE{t-t') 



(1.237) 



erhalt man eine algebraische Gleichung mit der Losung O ^{E) — l/(£'^ ^ ^'^) ■ Die Behandlung des Pols 
bei E = u) ergibt sich am einfachsten daraus, dass man eine Dampfung des Funktional-Integrals vom Faktor 



e^'^o = exp 



2 V^'|^+"''^l + 



(1.238) 



verlangt, was auf die feynmansche Regel 



,2 



uj'^-iQ+ (1.239) 



fiihrt (i 0"*" ist eine Kurzform fiir einen kleinen positiven Imaginarteil, der am Ende der Rechnung auf Null 
gesetzt wird). 

Wir konzentrieren uns nun auf die spezielle 2-Punkt-Funktion (auch "einteilchen" -greensche Funktion ge- 
nannt) 

p+oo 

G{E) / dte'^' {Q\T[xH{t)xHm\Q) 



^ '5J{t)5J{Q) Z[0,0] 



(1.240) 

j=o 



die deswegen interessant ist, well sich aus ihr am einfachsten die Grundzustands-Energie des Systems ableiten 
lasst. Es gilt namlich 

Eo ^ - hm / — e-'^^ ito^ + 3^2) g{E) , (1.241) 

Vertiefung 12: Grundzustands-Energie aus der Einteilchen-Greenfunktion 

Dicsc Bczichung bcruht auf den Bcwcgungsglcichungcn pHii) — xnii) und p/f (i) — xnit) — —cu'^XHit) — 4:Xx'^(t). Aus der crstcn crhalt 
man 

- < 0|p^+u;'a;^|0>- - lim + < 0\xH{ti)xH{t2)\0 > ^ - lim / — e"^^' (e^-^u;^) G{E) , (1.242a) 

aus der zwcitcn nach Multiplikation mit x = xh (0) 

4 1 / 9^ 2 \ 1 r + °° dE / 2 2\ 

< OUx^lO > = -- lim —+u:^ < 0\xH{t)xH{0)\0 > = - lim / e I E- ] G(E) . (1.242b 

4 t^o yot^ J 4 2tt V y ' ' 

Addition fiihrt zu Gl. I 11.24H . 

Eine einfache Rechnung ergibt 

/+00 ■ 

dte^^'O-\t,0) = zd-\E) = — J—— (1.243) 
.oo E'' - LJ^ +1 0+ 



^Siehe, z. B., {Fetter- Walecka}, p. 66 - 68 
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und damit aus Gl. (|1.24ip das erwartete Ergebnis 

f +00 



E, 



(0) 



— lim 



dE e 



-ieE 



3E^ + cj^ 



(1.244) 



wobei der Residuensatz mit Schliessen des Integrationsweges in der unteren komplexen E-Ebene verwendet 
wurde. In erster Ordnung Storungstheorie miissen wir die Exponentialfunktion 

exp(^-iX J^^ dtS^/6J(t)^'j (siehe Gl. (11.2301) ) im Zahler und Nenner von (|1.226l) entwickeln, funktional 
differenzieren und die Fouriertransformation ausfiihren. Das Ergebnis der etwas langwierigen Rechnung ist 



G^'^\e) = G^"\e) - 12iX G^"\e) 

6iX 



+ 



+00 



— OG 

1 



dE' 



g^''\e') 



E^-uj^-iO+ Lo {E^ -u"^ -iQ+Y 
Daraus finden wir fiir die Grundzustands-Energie 



Eo 



1 ii\ 
-w H 

2 2w 



+ CX3 



dE 
2^ 



-inE 



a;2 + 3i;2 _ 1 3A 
(i;2_^2_i0+)2 ~ 2'^^4^ 



(1.245) 



(1.246) 



Das ist natiirlich genau der Wert, den wir in der iiblichen Storungstheorie finden wiirden: 



AE^o = (0 I Ai'^ I 0) = A ( 



= {d + d}) 
2uj 



= 



3A 
4^ 



(1.247) 



Der Vorteil der Methode der greenschen Funktionen ist, dass sie sich leicht auf Mehrkorper- und feldtheoretische 
Probleme erweitern lasst. 



1.8 Symmetrien und Erhaltungssatze 



Aus der iiblichen Operator-Formulierung der Quantenmechanik wissen wir, dass die Zeitabhangigkeit eines 
Heisenberg-Operators durch 



dt 



-( 

dt \ 



H,AHit) 



j_ iHt/h 

h 



H,A 



-iHt/h 



(1.248) 



gegeben ist, wenn der Operator A nicht explizit von der Zeit abhangt. Daraus folgt insbesondere, dass Opera- 
toren, die mit dem Hamilton-Operator des Systems kommutieren, erhalten sind 



dAH{t) 
dt 



= 



wcnn 



H,A 



= 0. 



(1.249) 



d.h. sich wahrend der zeitlichen Entwicklung des Systems nicht andern. Da in den meisten Fallen von Interesse 
eine exakte Losung der Bewegungsgleichung (|1.248p nicht moglich ist, sind solche Konstanten der Bewegung in 
der Quantenphysik von allergrosster Bedeutung. 

Dies ist natiirlich auch in der klassischen Physik der Fall, wo das Noether-Theorem die Existenz einer 
Erhaltungsgrosse mit der Invarianz der Wirkung unter einer (kontinuierlichen) Symmetrietransformation ver- 
kniipft. Der iibliche Beweis verwendet die Euler-Lagrange-Gleichungen des Systems: Sei 



x{t) 



x'{t) = x{t) +aAx{t) 



(1.250) 



^'^Siehe, z. B. {Landau-Lifschitz 1}, Kap. 2. Die DarstcUung in diescm Abschnitt folgt im Wescntlichen Peskin & Schroeder, 
ch. 2.2 und 9.6 . 
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eine infinitesimale Transformation des klassischen Pfades mit konstantcm Parameter a, die die Wirkung (bis 
auf Randterme, die die Bewegungsgleichungen nicht verandern) invariant lasst. Dies bedeutet, dass sich die 
Lagrange-Funktion hochstcns um eine totale Ableitung andern darf: 

L{t) — > LU) + a^Mt) . (1.251) 
dt 

Hierbei ist A(i) eine Grosse, die sich aus der jeweiligen Symmetric- Transformation und der zugrundeliegenden 
Lagrange-Funktion berechnen lasst. Die Anderung der Lagrange-Funktion L(x,x) lasst sich jedoch auch aus 
der Anderung des Pfades ausrechnen 

AT dL d . . . 

a iXL — —— a Ax + -— — [a Ax) 
ox ox dt 



d_ ( 9L^^ 
dt V dx 



dL d fdL 
dx dt V dx 



Ax . (1.252) 



Auf Grund der Bewegungsgleichungen verschwindet der Term in der eckigen Klammer. Wenn wir die beiden 
Anderungen der Lagrange-Funktion gleichsetzen, erhalten wir 

d dL 

-j{t) = mit Jit) := —Ax-A{t), (1.253) 
d.h. j{t) ist ein erhaltener "Strom" (die Normierung ist beliebig). 

Beispiel : Zeittranslations-Invarianz 

Wir betrachten ein Teilchen in einem zeitunhangigen Potential mit der Lagrange-Funktion L = — ^(a;). Offen- 

sichtlich ist die Bewegung unabhangig vom Beginn der Zeitzahlung, d.h. wir konnen t — s- t + Q verschieben. Infinitesimal 
induziert dies eine Transformation 

x{t) — > x{t) + ax{t), (1.254) 

unter der sich die Lagrange-Funktion wie 

a AL = rax ax ~ V' [x) ctx — '-'^ ^ ( '^^'^ ~ ^(■^) ) (1.255) 
verandert. Aus Gl. (|1.253p erhalten wir also, dass 

j = mx X — (^—x^ ~ V {x)^ — —x'^ + V{x) = constt, (1.256) 
ist, d.h. die Energie des Systems auf Grund der Homogenitat der Zeit erhalten bleibt. 



Wie sieht die Formulierung im Pfadintegral-Formalismus aus, der weder Operatoren noch klassische Bewe- 
gungsgleichungen kennt ? Um diese Frage zu beantworten, werden wir das Verhalten des Pfadintegrals (in der 
Lagrange-Form) unter der allgemeineren zeitabhangigen Transformation 

x{t) = ^{t) + a{t) A^{t) (1.257) 

untersuchen. Wir nehmen wieder an, dass die Transformation mit konstantem a eine Symmetric- Transformation 
ist, d.h. wie in Gleichung (jl.25ip die Lagrange-Funktion nur um eine totale Ableitung verandert. Mit einem 
zeitabhangigen Parameter erhalten wir jetzt jedoch 

Lit) Lit) + a + a , (1.258) 

well wir die Anderung der Geschwindigkeit durch ait) beriicksichtigen miissen. Die Transformation (I1.257P 
darf naturgemass die festgehaltenen Randbedingungen x(ta) = Xa, xitb) = Xh nicht verandern (wir erinnern 
uns, dass im Pfadintegral iiber die Randpunkte nicht integriert wird), so dass man 

aita) = aitb) = (1.259) 
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fordern muss. Wie im klassischen Fall werden wir uns auf infinitcsimale Transformationen beschranken, d.h. 
nur Terme bis zur Ordnung a im Folgenden mitnehmen. Da das Pfadintegral sich niclit andert, haben wir 

Pa-e^^^W/'^ ^ / V^\J\e"^^^+°'^^'^/^ , (1.260) 

wobei 

" ' iW)) 

die Jacobi-Determinante der Transformation ist. Wir wollen zunachst annclimen, dass — 1 d.h., dass das 
"Mass" Vx des Pfadintegrals ebenfalls invariant unter der Symmetrietransformation ist. Wenn wir auf der 
rechten Seite von Gl. (|1.260p bis zur Ordnung a entwickeln, erhalten wir daher 

/ PC T A^K] e^'^^y^ = / -D^ T dt\ a{t)^K{t) + ait) ^A^ I e^^^l/'^ = . (1.262) 

Wir fiihren nun eine partielle Integration im zweiten Term durch; die Randterme bei t = ta und t = tb 
verschwinden wegen Gl. (|1.259l) und wir bekommen 

tb rx{tb)=xi, T rl ( rtT ^ 

dta{t) / Vx'-^l Ait) - ^Ax \ e''^[^l/'"' = , (1.263) 

Jx{u)=x^ n at [ dx ) 

wobei wir wieder xit) als Integrationsvariable im Funktional- Integral geschrieben haben. Da ait) beliebig ist, 
muss der Integrand in der geschweiften Klammer fiir jede Zeit t verschwinden, d.h. es muss gelten 



I {m ) / Vx^\^±Ax- Kit) e^^W/. 

dt Jx(t^)=x^ dt [ dx J 



ffir alle t . (1.264) 



Hierbei ist A/" ^ = J 'Dx expiiS[x])/h eine Normierung, die sicherstellt, dass < 1 > = 1 ist. 



Beispiel : Raumtranslations-Invarianz 

Als einfachstes Beispiel wollen wir ein freies Teilchens unter einer Verschiebung der Koordinate xit) xit) + a be- 
trachten. Offensichtlich ist die Jacobi-Determinante hier — 1 und die Lagrange-Funktion mi? 12 bleibt unter dieser 
Transformation unverandert. Daher ist K{t) — und die Pfadintegral- Version des Noether-Theorems p.264|) sagt, dass 
der Impuls 

P ■- (mxit)) = constt (1.265) 

erhalten ist. Dies konnen wir nachpriifen, indem wir die Pfadintegrale exakt ausrechnen. Die einfachste Methode 
besteht darin, eine aussere Kraft e(t) einzufiihren, funktional danach zu differenzieren und danach diese Quelle wieder 
abzuschalten. Dafiir konnen wir die expliziten Ergebnisse der erzwungenen Bewegung aus Kapitel ll.3l verwenden: da 
der Vorfaktor in Gl. (|1.83|l nicht von e(t) abhangt, haben wir 



-'Ski/ 



dt 



Seit) 



d SSu 



dt Seit) 



(1.266) 



zu berechnen. Die klassische Wirkung eines Teilchens unter einer zeitabhangigen Kraft e(t) erhalt man aus Gl. (|1.97p 
im Limes a; — >■ : 



S'ki 



m 
2T 



ixb - Xa) 



2xb 
m 



dse{s) (s - ta) 



2Xa 

m 



dseis) itt - s) + (e^) 



(1.267) 



Differentation in Gl. (|1.266p ergibt dann 



Xb 



T 



T 



(1.268) 
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was tatsachlich unabhangig von der beliebigen Zeit t £ [fajtb] ist und das klassische Resultat "Impuls = Masse x 
(konstante) Geschwindigkeit zwischen a und &" darstellt. 

Ein weniger triviales Beispiel ist das eines Systems von zwei Teilchen (obwohl dies eigentlich eher in Kapitel 2 gehort), 
die miteinander durch ein Potential wechselwirken, das von ihrem gegenseitigen Abstand abhangt: 

L = —^1 + —^2 -V [xi- X2) ■ (1.269) 

Dieses System ist ebenso translationsinvariant wie das vorher betrachtete freie Teilchen und daher ergibt das Noether'sche 
Theorem (|1.264p (mit den offensichtlichen Verallgemeinerungen fiir mehrere Teilchen), dass der Gesamtimpuls 



> gcsamt 



:= (mi ±1+7712 ±2) — constt (1.270) 



erhalten ist. Die quantenmechanische Dynamik des Systems, das durch Gl. (|1.269|) beschrieben wird, ist allerdings 
langst nicht mehr so einfach wie im vorigen Beispiel. Man kann die Pfadintegral-Mittelung in Gl. 1)1.270^ allerdings 
doch einfach ausrechnen, indem man Schwcrpunkts- und Relativ-Koordinaten einfiihrt 

mixi+m2a;2 /10'71^ 
R ~ — , r := a;i — ^2 , M = mi + m2 . (1.271) 

Bekanntlich separiert dann die Lagrange- Funktion (|1.269p in einen Schwerpunktsanteil MB? /2 und einen Relativanteil 
mim2r^/(2M) — V{r) , was zu einer Faktorisierung der entsprechenden Pfadintegrale fuhrt. Da miXi + m2X2 ~ MR 
ist, hebt sich das Pfadintegral iiber die Relativ-Koordinate r - das man im AUgemeinen nicht ausfiihren kann - in dem 
Mittelwert heraus. Wir konnen daher das Resultat fiir das freie Teilchen iibernehmen und erhalten 

pgeaamt ^ ^ Rb -^Rg ^ (1.272) 



Wenn die Jacobi-Determinante beitragt, d.h. wenn das "Mass" nicht invariant ist, treten Zusatz-Terme auf 
und man spricht von einer Anomalie: die Quantentheorie besitzt nicht die Symmetrie der klassischen Theorie. 
Dies spielt in der Feldtheorie eine bedeutsame RoUe (siehe Kapitel [375]) . 



1.9 Numerische Behandlung von Pfadintegralen 

Wenn weder eine exakte analytische Berechnung des Pfadintegrals moglich, noch Storungstheorie anwendbar ist, 
muss man versuchen, das Funktional-Integral numerisch zu berechnen. Das ist praktisch nur im "Euklidischen" 
moglich, da fiir reelle Zeiten die Oszillationen numerisch nicht kontroUierbar sind: hierbei geht man zu 
imaginaren Zeiten 

T = -i/3, i = -iT (1.273) 



iiber und studiert die Zustandssumme 



zip) = Sp (erP^/'^ 



(1.274) 



Fiir die Zustandssumme eines Teilchens lasst sich sofort eine Pfadintegral-Darstellung angeben, die aus derjeni- 
gen des Zeitentwicklungs- Operators folgt. Wenn wir in 



/ \ / - \ f rx{T)=x 

Sp [U{T, 0) j = Sp (^e^'^^/'^'j ^ J "^"^ J ^"^^ 



dt 



(1.275) 



die Transformation (|1.273p durchfiihren, erhalten wir das gewiinschte Ergebnis 



'Es gibt cinige Versuchc, Pfadintegrale in eehter Zeit numerisch zu behandeln, siehe z. B. 1181 . 
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Z{(3) ^ dx Vx exp 


J Jx(0)=x 








a;(0)=£c(/3) 



(1.276) 



Hierbei ist 



Se[x\ 



dr 



-x^ + V{x) 



(1.277) 



die euklidische Wirkung [fj. Man beachte den Vorzeichen-Wechsel zwischen kinetischer und potentieller En- 
ergie in Gl. (|1.277p gegeniiber der normalen Wirkung ! 

Ahnlich wie den Grundzustand bei den greenschen Funktionen kann man auch aus der Zustandssunime die 
Grundzustands-Energie des Systems Eq =< 0\ H\0 > durch den Ubergang zu grossen euklidischen Zeiten 
herausfiltern: 



En 



lim 



— lim 

/3-foo 



— — lim 



Wenn wir die diskrete Form des Pfadintegrals (|1.276p 



Z = lim 

1/2 

mit xq = xjss , — [m/{2TTeh)] ' und 

Se{xo ■ --xn) 

benutzen, erhalten wir 



dxQ.-.dxN-i exp [ — ^^(a^o . . . xat)/?;,] 



N 



m I Xj ~ Xj^i 
2" 



+ Vix,) 



(1.278) 



(1.279) 



(1.280) 



J dxo . . .dxN-i 



En — lim 



exp {-Se/K) 



(1.281) 



J dxQ . . . dxpf-i exp {—Se/K) 

Dies ist fiir numerische Zwecke nicht besonders geeeignet, well sich inverse e-Terme wegheben miissen, um 
ein endliches Ergebnis zu liefern. Der Grund liegt im nichtlokalen Operator der kinetischen Energie, dessen 
Erwartungswert Schwierigkeiten bereitet. 
Man kann dies umgehen, indem man das Virialtheorem 



2m 



{0\xV'{x) |0) 



(1.282) 



verwendet rj. Damit erhalten wir 



En 



lim 



/ dxQ... dxN^i YljLi [ + ^i^j)] exp {-Se/K) 



J dxQ . . . dxN~i (sx.v{~Se/K) 



1 ^ 
TV E 



-x,V'{xj) + V{x,) 



(1.283) 



^^Der Name kommt daher, dass diese Transformation die rclativistische indefinite Mctrik in eine vierdimensionale euklidische 
verwandelt: x^xf^ = c^t^ — :x? = — (x-^ + c-^t^). 

^'^Beweis: man bercchnc den Kommutator [xp, p^/(2m) + und nehmc den Grundzustands-Erwartungswcrt auf beiden 

Sciten. 
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Anregungsenergien kann man aus den euklidischen greenschen Funktionen (manchmal auch Korrela- 
tionsfunktionen genannt) erhalten, wenn der Erwartungswert des entsprechenden Operators im Grundzustand 
verschwindet: 



GAAit = -iP) = ^|<0|i|n> 



^ -{E^-Eo)l3/h 



2 



<0|A|0> + <0|A|1> e-iEi-Eo)P/h _^ (^284) 



Mit anderen Worten: die Korrelationsfunktionen fallen exponentiell in der euklidischen Zeit ab und die Ab- 
fallkonstante ist durch die Anregungsenergie des ersten Zustandes bestimmt, der durch den Operator A einen 
Uberlapp mit dem Grundzustand hat. Fiir die numerische Rechnung ist entscheidend, dass der Erwartungswert 
des Operators im Grundzustand exakt verschwindet, well jeder, auch noch so kleine, Beitrag des ersten Terms 
in Gl. ()1.284p das exponentiell verschwindende Signal des angeregten Zustandes iiberdecken wiirde. 
Der einfachste Operator, dessen Erwartungswert auf Grund der Paritats-Auswahlregel im Grundzustand ver- 
schwindet, ist A = X . Daher haben wir z.B. 

und die entsprechende diskrete Form kann zur numerischen Auswertung benutzt werden. Im 3-dimensionalen 
Fall kann man etwa durch A = Yio{'r) den niedrigsten Zustand zu einem gegebenen Drehimpuls £ herauspro- 
jizieren. Ahnlich verfahrt man in der Feldtheorie, in der die Teilchen Anregungszustande iiber dem "Vakuum" 
sind, dessen Energie Eq — gesetzt wird. Beispielsweise verbindet in der Quantenchromodynamik der Operator 
A — ^Jsip 1 wobei ip geeignete Quark-Feldoperatoren sind, das Vakuum mit dem Pion, dem niedrigsten pseu- 
doskalaren Zustand. Auf diese Weise kann man also (im Prinzip) die Massen der niedrigliegendsten Hadronen 
aus der fundamentalen Feldtheorie numerisch bestimmen (mehr dazu im Kapitel l3.6|) . 



Bis jetzt haben wir nur die formalen Hilfsmittel diskutiert, um Energien und Massen aus dem euklidischen Pfad- 
integral zu extrahieren. Wie berechnet man nun tatsachlich numerisch solche Funktional-Integrale ? Wenn wir 
als konkretes Beispiel wieder den Fall eines Teilchens nehmen, das sich in einer Dimension in einem gegebenen 
Potential bewegt, dann sehen wir aus Gl. (|1.283l) . dass wir ein iV-dimensionales Integral numerisch auszuwerten 
hatten, um die Grundzustands-Energie zu erhalten, und dass N sehr gross sein muss. Eine direkte Integration 
mit Hilfe der Verfahren, die bei ein- oder niedrig-dimensionalen Integralen iiblicherweise verwendet werden 
(etwa das simpsonsche oder das gaufische Verfahren) ist natiirlich unmoglich, well der zeitliche Aufwand mit 
(Stiitzstellen-Anzahl)^ anwachsen wiirde. Man kann jedoch statistische (stochastische) Verfahren anwenden, 
die von der Dimension der Integrale weit weniger stark abhangen. Solche Monte- Carlo-Methoden haben 
allerdings den Nachteil, dass die Genauigkeit des Ergebnisses nur mit der Wurzel der Anzahl der "Wtirfel- 
Versuche" zunimmt. Trotzdem sind es (im Augenblick) die einzigen Methoden, um hochdimensionale Integrale 
(wie das diskretisierte Pfadintegral) zu behandeln. 
Will man beispielsweise das eindimensionale Integral 

I = [ dxf{x) (1.286) 

JO 

iiber eine beliebige Funktion f{x) durch "Wiirfeln" ermitteln, erzeugt man sich einfach M gleichverteilte Zu- 
fallszahlen Xi E [0, 1] und bildct 

M 
i=l 
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Den Fchlcr, den man dabei macht, kann man durch 

M 



{Aiy 



1 

M 



1 

M 



i=i 



1 

M 



P - {I? 



(1 



abschatzen. Dieses Verfahren ist nicht sehr effektiv, und eine einfache Verbesserung erhalt man durch gezieltes 
Wiirfeln ("importance sampling"): set w{x) > eine Gewichtsfunktion, die den wesentlichen Verlauf der 
Fmiktion f{x) zcigt. Dann schreiben wir 

»i 



dx 1 w(x) 



und die Transformation 



bewirkt, dass in 



w{x) 

dz w{z) ^ dy = w{x)dx 



dy 



w{x{y)) 



der Integrand jetzt sehr viel weniger variiert. Fahs 



y(i) 



dz w[z) 



ist, dann konncn wir sofort 



1 *^ 

"a7 E 



f{x{y^)) 



(1.289) 
(1.290) 
(1.291) 

(1.292) 
(1.293) 



M ^ w{x{y,)) 

berechnen, wobei die yi G [0, 1] gleichverteiUe Zufahszahlen sind. Xi = x{yi) sind Stiitzpunkte, die mit der 
Funktion w{x) gewichtet sind, d.h. starker an den Stehen gehauft sind, an denen w{x) ~ f{x) gross ist. Der 
Nachteil dieser Methode ist, dass eine Inversion x{y) notwendig ist. 

Es gibt Verfahren, um gewichtete Stiitzstellen Xi ohne Inversion zu erzeugen. Von diesen soil stellvertretend 
die Metropolis-Methode besprochen werden, die das alteste, aber natiirlich nicht mehr das effizienteste 
stochastische Verfahren ist. Generell startet man dabei mit einem willkiirlichen Punkt xq im Integrationsgebiet 
und erzeugt sich mit Hilfe eines spezifischen Algorithmus einen neuen Punkt xi, daraus einen weiteren usw. 



xo 



Xl 



X2 



(1.294) 



Das wird "Zufalls-Wanderung" ("random walk") durch das Integrationsgebiet genannt. Der Metropolis- Algo- 
rithmus wahlt einen neuen Punkt etwa nach dem Schema 



Xt 



Xn + S ■ {zi — 0.5) 



(1.295) 



wobei 5 ein vorgegebenes Intervall und zi eine gleichverteilte Zufallszahl zwischen und 1 ist, bildet das 
Verhaltnis 

r = 44 (1-296) 

W(Xn) 

und akzeptiert den neuen Punkt Xt nach den folgenden Kritcrien: 

a) wenn r > 1 ist, dann wird Xn+i — Xt gesetzt, 

b) wenn r < 1 ist , dann wird xt mit der Wahrscheinlichkeit r akzeptiert, sonst bleibt a;„-|-i = a;„. Praktisch 
wird dies so gemacht, dass eine zweite gleichverteilte Zufallszahl Z2 G [0, 1] gebildet wird und man setzt 
Xn+i = Xt, wenn Z2 < r, aber Xn+i = Xn wenn Z2 > r. 
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Behauptung : Wenn n gross wird, nahert sich die Verteilung der erzeugten Punktc beliebig genau der mit 
w{x) gewicliteten. 

Beweis : Wir betrachtcn ein grosses Ensemble von "Zufallswanderern" mit der Dichte Nn{x) im n-ten Schritt. 
Die Bilanz beim {n + l)-ten Schritt ist 

ANn{x,y) = Nn{x) Pix ^ y) - Nr^iy) P{y ^ x) , (1.297) 

wobei P{x ^ y) die Ubergangswahrscheinlichkeit von x nach y ist. Wenn 

Nn{x) _ P{x^y) _ N{x) 



N,,{y) P{y^x) N{y) 



(1.298) 



ist, stellt sich ein Gleichgewichtszustand ein. Im Metropohs-Algorithmus ist die Wahrscheinhchkeit, dass ein 
Schritt von x nach y gemacht wird,durch 

P{x -^y) = T{x y) A{x -> y) (1.299) 

gegeben, wobei A{x — t- y) die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit ist und T{x y) die Wahrscheinhchkeit, dass 
ein Schritt von x nach y fiihrt. Es ist entscheidend, dass bei der in Gl. (|1.295|) angegebenen Vorschrift fiir die 
Erzeugung des Punktes xt die Wahrscheinhchkeit von y nach x zu gehen, genau so gross ist ( "ausgewogenes 
Gleichgewicht" , "detailed balance"): 

Tix -^y)^Tiy^x) ^ ^ = ^(^^ • (1.300) 

Wir unterscheiden nun zwei Falle: 

a) w{x) > w{y) ; dann ist A{y x) — 1, well r > 1 und A{x y) — r — w{y) / w{x). Damit folgt 

N{x) 1 _ w{x) 



Nijj) w{y)/w{x) w{y) 



(1.301) 



b) w{x) < 'w{y)] dann ist A{y x) — w{x)/w{y) und A{x — ?> y) = 1, well r > 1. Wiederum folgt Gl. 
(OUTl) . 

In beiden Fallen haben wir also das Ergebnis, dass die Gleichgewichtsverteilung der nach dem Metropolis- 
Algorithmus erzeugten "Zufalls-Spazierganger" proportional zur Gewichtsfunktion w{x) ist, was zu beweisen 
war. 



Vertiefung 13: Grundzustands-Energie des anharmonischen Oszillators durch Monte-Carlo-Methoden und 
FORTRAN-Programm 

Aus Gl. I1.283t crhalton wir fiir das Potential V{x) = muj^ x^/2 + X 



En — lim 



N 



(1.302a) 



wobei die Gewichtsfunktion 



w (x) — 



f dxQ . . . dxN-l e~^E(=') 

N 

Se(x) = J2 



X = (xa . . . XN~i) 



(Xi - e 2 , ,4 

H X- + eXx- 

2£ 2 ' 



(1.302b) 
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lautct. Sic orfiillt allc Fordcrungcn: w > , J dxQ . . . dx^-i w{x) — 1 . Nach dcm Mctropolis-Algorithmus muss man 



tu(x) 



:cxp[-(Si3(xt)-SB(x)] = e-^^-B (1.302c) 



bcrcchnen. Diese Anderung nimmt man nur an cincm cinzclncn Punkt des "Zeitgittcrs" vor; dann muss man nicht jeweils die gesamte 
Wirkung bcrcchnen, sondcrn nur die Anderung 



ASe — Se[- ■ ■ a:"'''^ . . .] — Se[- ■ ■ xf^ ■ ■ ■] — (^^T''^ — 



i + l + ,A(<^-^ + a:f ')| + {1.302d) 

wobei z — 0,...A''— = x ^ x n — xq zu nchmcn ist . 

Ein einfaches FORTRAN-Programm, das dicscn Algorithmus durchfiihrt, ist im folgcndcn angcgcbcn. Es dicnt nur zur Illustration und 
entspricht sowohl bei der statistischcn Analyse wic bcim Zufallszahlcn-Gcncrator^^ durchaus nicht nichr den "R,cgcln dcr Kunst" — sclbst 
fiir dieses einfache quantenmechanischc Beispiel. 



Berectinet Grundzustands-Energie des anharmonischen Dszillators 
mit der Metropolis-Methode fuer das euklidische Pfadintegral 

Einheiten : h quer = m = omega = 1 

Parameter : ALA = lambda CAnharmonizitaet) 
EPS = Zeitschritt 

N = Anzahl der CZeit-) Gitterpunkte 

NTH = Anzahl der Thermalisierungs-Sweeps 

NHIT = Anzahl der zusaetzlichen Monte-Carlo-Versuche 

an jedem Gitterpunkt 
NSWEEP = Gesamtanzahl der Sweeps 

NMESS = Anzahl der Sweeps , nach denen gemessen wird 
DELTA = max. Zuwachs von x an jedem Gitterpunkt 

DOUBLE PRECISION DSEED 
DIMENSION X(-l:200) 

WRITEC*,*) 'Eingabe; ala, eps ,n, nth, nhit ,nsweep ,nmess , delta' 
READ (5 , * ) ALA , EPS , N , NTH , NHIT , NSWEEP , NMESS , DELTA 
WRITE (6 ,1) ALA , EPS , N , NTH , NHIT , NSWEEP , NMESS , DELTA 
FORMATC/' lambda = ',F6.2,2X,' EPS = ',F6.2,2X, 
& 'NTH = ' ,I4,2X, 'NHIT = ',12// ' NSWEEP = ',17 



>N = 
,2X, 



' ,I3,2X, 
NMESS = ' 



14, 2X, 'DELTA 



' ,F6.3/) 



DSEED = 3.72D2 

WRITE(6,2) DSEED 

FORMATC/' SEED =' ,D15.8//) 

Hilf srechnungen 

HILF = l./EPS 
HELF= HILF + 0.5*EPS 
HALF = ALA*EPS 
Nl = N - 1 

Setzen der Anfangswerte 

NACC = 
SUMl = 0. 
SUM2 = 0. 
DO 10 I = -1,N 
X(I) = 0.5 

Sweep 



WRITE (6, 5) 

FORMATC/' Sweep' ,5x, 'Energie' ,4x, 'mittl .Energie ' ,5x, 'Fehler' , 
& 5x, 'Akzeptanz'//) 
DO 20 I =1, NSWEEP 
DO 30 K = 0,N1 

DO 35 M = l.NHIT 

Z = ZUFALLCDSEED) 

XT = XCK) + DELTA*CZ-0.5) 



Wirkungsaenderung 



DS = 
DS = 
DS = 
DS = 

Metropolis-Test 



HALF*CXT*XT + XCK)*XCK)) 
CHELF + DS)*CXT+XCK)) 
DS - HILF*CXCK-1) + XCK+D) 
CXT - XCK))*DS 



IFCDS .GE. 0.) THEN 
R = EXPC-DS) 
Z = ZUFALLCDSEED) 
IFCZ .GT. R) GO TO 35 

ENDIF 

XCK) = XT 



*^Linear kongruenter Generator: ^j+i = aXj + b (mod c) , Zj = Xj/c mit a = 7^ , b = 0, c = 2'^^ — 1 . Fiir cine ausfiihrlichere 
Diskussion sichc z. B. {Num. Recipes}, ch. 7. 



60 



Kapitel 1 : Quantcnmcchanik 



NACC = NACC + 1 
35 CONTINUE 

IF(K .EQ. 0) X(N) = X(0) 
IF(K .EQ. Nl) X(-l) = X(Nl) 
30 CONTINUE 

IF(I .LE. NTH) GO TO 20 

C 

C Messung 
C 

II = I - NTH 
IC = II/NMESS 

IF(NMESS*IC .NE. II) GO TO 20 
E = 0. 

DO 25 K = 0,N1 
25 E = E + X(K)*X(K) + 3 . *ALA*X(K) **4 

E = E/B 

SUMl = SUMl + E 

SUM2 = SUM2 + E*E 

EM = SUMl/IC 

EMM = SUM2/IC 

DE = SQRT((EMM-EM*EM)/IC) 

ACC = FLOAT(NACC)/(I*N*NHIT) 

C 

C Ausdruck 
C 

WRITE(6,3) II,E,EM,DE,ACC 
3 F0RMAT(I8,4(3X,F10.4)) 
20 CONTINUE 

STOP 

END 



UNTERPROGRAMM ZUFALL 
FUNCTION ZUFALL (DSEED) 

C 

C erzeugt gleichverteilte Zuf allszahlen im Intervall [0,1] 



C 



DOUBLE PRECISION DSEED, A, C 

DATA A,C /16807. DO, 2147483647. DO/ 

DSEED = DMOD(A*DSEED,C) 

ZUFALL = DSEED/C 

RETURN 

END 



Mit diesem Programm erzeugen wir also an jedem Punkt des "Zeitgitters" einen neuen Xi-Wert und berechnen dann die Anderung der 
Wiikung. Nach dcm Metropolis- Verfahrcn wird dcr neue Wert dann akzeptiert oder nicht. Es ist entscheidend fiir die richtige Bcschreibung 
der Quantcnfluktuationcn, dass auch Konfigurationen, die eine grbssere Wirkung als die vorangegangene besitzcn, mit einer gewissen 
Walirscheinlichkeit akzeptiert werden, sonst wiirde man unweigerlich im Zustand tiefster euklidischer Wirkung (— Energie), d.h. im 
klassisclien Grundzustand landen. Wenn man einmal durch das Gitter hindurcligegangen ist, hat man ein "Ausfcgen" (einen "sweep") 
vollfiihrt. Da der Zufalls-Spaziergang nicht vollig zufallig ist (die jcweils erzeugten Punktc liegcn in der Nachbarschaft der alten), wiirfelt 
man an jedem Punkt des Gitters mehrfach (NHIT — 3 in unserem Beispiel), bevor man weitergeht und berechnet die Grundzustands- 
Energie nicht nach jedem "sweep". Der Parameter S wird so eingestellt, dass ungefahr 50% aller Versuche angenommen wird; bci zu 
kleinem 5 wird mehr akzeptiert, abcr man bleibt zu nahe an dcr alten Konfiguration; bei zu grossem 5 hat man zwar unabhangigerc 
Konfigurationen, aber die moisten haben cine so grossc Wirkung, dass sic nicht akzeptiert werden. Dcr Zcitschritt e solltc klcin sein 
gegeniiber einer Schwingungsdauer {2-k/cj — 27r beim reinen harmonischen Oszillator) und soUte so gross scin, dass der erste angeregte 
Zustand geniigend unterdriickt ist, d.h. cxp( — /i(i?i — EQ)Ne) — exp( — A^e) ^ 1 beim reinen harmonischen Oszillator. 

Zu Beginn werden allc aj^-Werte willkiirlich auf den festcn Wert Xi — 0.5 eingestellt - das nennt man einen "kalten Start" (wegen der 
Aquivalenz mit einem statistischen System wird haufig cine thermodynamische Nomenklatur verwendet: bci ticfen Tempcraturen zeigen 
in einem Spin-System alle Spins in dicsclbc Richtung). Ein "heisser Start" ware die zufallige Verteilung aller x^-Wcrte zu Beginn. Das 
Ergebnis dcr Rechnung muss natiirlich unabliangig von den Startbedingungcn sein. Daher lasst man die ersten NTH (— 1000 in unserem 
Beispiel) "sweeps" unbeachtet, bis "Thcrmalisierung" eingctrcten ist und "misst" dann allc NMESS (— 500 im Beispiel) "sweeps" die 
Grundzustands-Encrgic. Bcispielsweisc erhaltcn wir fiir A — (also fiir den harmonischen Oszillator) dann den folgcndcn Ausdruck: 



lambda = 0.00 EPS = 0.10 N = 100 NTH = 1000 NHIT = 3 
NSWEEP = 110000 NMESS = 500 DELTA = 1.300 
SEED = 0.37200000D-(-03 



Sweep 


Encrgic mittl. 


Encrgic 


Fehler 


Akzeptanz 


500 


0.5407 


0.5407 


0.0000 


0.5045 


1000 


0.3529 


0.4468 


0.0664 


0.5039 


1500 


0.2990 


0.3976 


0.0598 


0.5037 


2000 


0.2488 


0.3604 


0.0552 


0.5037 


2500 


0.4176 


0.3718 


0.0454 


0.5037 


3000 


0.4441 


0.3839 


0.0394 


0.5033 


3500 


0.5483 


0.4073 


0.0401 


0.5035 


4000 


0.4838 


0.4169 


0.0362 


0.5033 


4500 


0.4182 


0.4171 


0.0322 


0.5033 


5000 


0.5140 


0.4267 


0.0304 


0.5032 


5500 


0.4527 


0.4291 


0.0277 


0.5033 


6000 


0.1740 


0.4078 


0.0326 


0.5031 


6500 


1.0234 


0.4552 


0.0545 


0.5030 


7000 


0.3397 


0.4469 


0.0513 


0.5031 


7500 


0.8015 


0.4706 


0.0530 


0.5031 


8000 


0.4014 


0.4663 


0.0499 


0.5030 


8500 


0.6237 


0.4755 


0.0478 


0.5031 


9000 


0.3360 


0.4678 


0.0458 


0.5030 


9500 


0.4740 


0.4681 


0.0434 


0.5031 


10000 


0.5682 


0.4731 


0.0415 


0.5031 
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d.h. nach 10000 Sweeps crhalt man 

E^^-^- ^ 0.473 ± 0.042, (1.302c) 

was gut init dcm exaktcn Wert Eo — 0.5 ubcrcinstimmt. Wie crwahnt, ist die Fehlerabschatzung vicl zu naiv und miisste die Korrelationen 
beriicksichtigen, die offonsichtlich immer noch zwischen den einzelnen Konfigurationcn existicrcn (siche den Ausdruck). 

Fiir den anharmonischen Fall erhalten wir mit denselben stochastischen Parametern die in Tabelle 1 zusam- 
mengestellten Werte. 



A 


Storungstheoric 


Monte-Carlo 


exakt 


0. 


0.50 


0.473 ± 0.042 


0.500000 


1. 


1.25 


0.809 ± 0.067 


0.803771 


10. 


8.00 


1.386 ± 0.122 


1.504972 



Tab. 1 : Grundzustaiids-Energie des anharmonischen OsziUators fiir verschiedene Werte der Anharmonizitat 
A. Die Spahe "Storungstheorie" gibt die Werte an, die man in 1. Ordnung Storungstheorie (siehe GL (|1.246p ) 
erhalt, die Spahe "Monte-Carlo" das Ergebnis der stochastischen Rechnung und die letzte Spalte die exakten 
Wcrtc (siehc z. B. \W). 



Wie man sieht, funktioniert die stochastische Berechnung der Grundzustands-Energie auch fiir grosse An- 
harmonizitaten gut, wahrend die 1. Ordnung Storungstheorie natiirlich voUkommen versagt. Auch hohere 
Ordnungen in der Storungsreihe helfen nicht viel, da dies eine asymptotische (d.h. im mathematischen Sinne 
divergente) Reihe ist. 



1.10 Tunneln und Instanton-Losungen 

Wir betrachten nun wieder den anharmonischen Oszillator mit dem Potential 

V{x) = Vo + ^n^x^ + , (1.303) 

aber dieses Mai fiir il^ < 0. In diesem "Doppelmulden-Potential" (siehe Abb. [7]) ergeben sich neue Effekte 
dadurch, dass es zwei entartete klassische Minima des Potentials gibt, die bei 

x±=±y^^=:±a (1.304) 

liegen. Zur Bequemlichkeit wahlen wir Vq so, dass V{x±) = Vb — rn^il'^ / (WX) ~ wird, well eine Konstante 
im Potential keinen Einfluss auf die Dynamik hat und nur die Energieskala festlegt. Damit wird das Potential 

V{x) = (x^^a^Y ^: [x-af {x + a)\ lo' = -2n\ (1.305) 

4a^ 8a-' 

In der Nahe von x — ±a haben wir naherungsweise ein Oszillatorpotential 

V{x) ^{xTaf (1.306) 

und daher erhalten wir fiir den Fall, dass die beiden Minima weit voneinander entfernt und durch eine hohe 
Barriere getrennt sind, naherungsweise als Grundzustands-Energie 

Eo h'^. (1.307) 
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Die dazugehorigen Grundzustands-Wellenfunktionen sind Uberlagerungen der Grundzustands-Wellenfunktion 
der bei x = ±a lokalisierten Oszillatoren 

ipo{x) ~ (l)o{x - a) ± (j)Q{x + a) , (1.308) 

da in der Quantenmechanik die Wellenfunktionen die Symmetrie des Hamilton- Operators besitzen miissen 
(es gibt keine "spontane Symmetriebrechung" ) . Hier bedeutet dies, dass die Wellenfunktionen nach ihrem 
Verhalten unter der Paritats- Transformation klassiflziert werden konnen (der Hamilton-Operator ist invariant 
unter x — —x); offensichtlich beschreibt Gl. (I1.308P Wellenfunktionen positiver und negativer Paritat, die 
energetisch entartet sind. 

Da fiir A ^ die Barriere bei x = 

Vm -^a^ = ^ (1.309) 

nicht unendlich hoch (und breit) ist, kann das Teilchen durch den Wall "hindurchtunneln" und die Entartung 
aufheben: wir erwarten eine Energieaufspaltung zwischen dem Zustand positiver Paritat (der der tiefste Zu- 
stand ist) und dem Zustand negativer Paritat. Diese Aufspaltung kann man fiir kleine Anharmonizitaten A 
halbklassisch ausrechnen, am besten im Pfadintegral-Formalismus (und nicht in der iiblichen WKB-Naherung 
fiir die Schrodinger-Gleichung), weil sich dies ohne grosse Anderung auf Systeme mit vielen, ja sogar un- 
endlich vielen Freiheitsgraden ausdehnen lasst. Wir betrachten daher das Matrixelement des euklidischen 
Zcitentwicklungs-Operators, der das Teilchen vom Minimum bei x = —a zum Minimum bei x = +a bringt 

t/fa,f;-a,-f) ^ {+a\ e'^"/'- \ - a) = ^ V. («)^„(-a) ^"^^"/'^ 



/ ^ je 

n 

x{l3/2) = +a 

I?a;e-^^[^1/'* (1.310) 

x{-l3/2)=-a 

^o(a)^o(-a)e-^^°/'"' + Vi(a)V'i(-a)e-^^^/" + ... (1-311) 
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Wir konncn also die Grundzustands-Energie, sowie die Energie des ersten angeregten Zustandes aus dem Ver- 
halten des Zcitentwicklungs-Operators bei grossen euklidischen Zeiten bestimmen. Mehr noch: das Vorzeichen 
von tljo{a)ipo{—a) = ±|'0o(a)p verrat uns, welcher Paritatszustand am niedrigsten liegt. 

In der halbklassischen Naherung bestimmen wir zuerst die Bahn, die die Wirkung stationar macht. Da wir 
in euklidischer Zeit arbeiten, ist dies die Bahn im umgekehrten Potential (siehe Abb. [5]): 



SSe[x] 
Sx{t) 



= 



y (xki) = 0, mit Xki(-/3/2) = -a, a:ki(/3/2) = +a . 

-V(x) 




(1.312) 



Abb. 8 : Bewegung im umgekehrten Potential fiir euklidische "Energie" = 0. 



Aus der Pfadintegral-Darstellung (|1.310p des euklidischen Zeitentwicklungs-Operators folgt, dass diejenigen 
Bahnen die Grundzustands-Energie bestimmen, die im Limes /3 — >■ (X) eine moglichst geringe euklidische 
Wirkung haben. Da V{x) > ist, gilt 



Se[x] = dr 

J-P/2 



V{x) 





r dr^ 


fdx\ 


> 








1-13/2 2 





(1.313) 



und daher werden alle Bahnen, deren Geschwindigkeit bei t = ±/3/2 endlich ist, fiir /? — )> oo eine unendliche 
euklidische Wirkung ergeben. Nur diejenige Bahn, die die Punkte ±a bei r — > ±cxd mit Geschwindigkeit 
Null erreicht, ist davon ausgenommen, d.h. eine Bahn mit euklidischer "Energie" = 0, bei der das Teilchen 
die Hiigel im umgekehrten Potential hinab- bzw. hinaufiriecht. Diese Bahn ist leicht aus der klassischen 
Bewegungsgleichung (jl.312p durch Integration zu bestimmen: die euklidische "Energie" ist 



m / dxi 
2" I 



V{xi) = 



und eine weitere Integration durch Trennung der Variablen ergibt 



To 



dx 

xi(to) V 2V^(a;) 



(1.314) 



(1.315) 



64 



Kapitel 1 : Quantcnmcchanik 



Fiir das Doppclmulden-Potcntial (|1.305p lasst sich das Integral analytisch ausfiihren und auch die implizite 
Gleichung nach dieser speziellen Bahn auflosen. Man erhalt 



Xi{t) = atanh — (t — tq) 



(1.316) 



wobei der Zeitpunkt tq (willkurlich) dadurch festgelegt wurde, dass dort der Ursprung des Potentials durch- 
kreuzt wird. 

Diese Losung wird Instanton (oder auch Kink) genannt, weil das Teilchen die meiste Zeit damit verbringt, 
die Hiigel hinab- oder hinaufzukriechen, um dann relativ rasch - zeitlich lokalisiert um t — tq - von der negativen 
x-Achse zur positiven a;-Achse iiberzuwechsehi. Die Losung —xi{t), die das Minimum des Potentials bei x ~ +a 
mit demjenigen bei x = —a verbindet, wird als Anti-Instanton bezeichnet. 




Die Wirkung dieser Instanton-Losung kann man am einfachsten mit der "Energie" -Erhaltung (|1.314p berechnen 

f^/\ f dxi{r) Y r+'^ dxijr) 
Di = / (It m \ — > m / axi ; 

J-f3/2 \ dr J dr 

dxi \/2mV(xi) = / dxi — — (a — Xij ~ —muja (1.317) 

und man findet tatsachlich eine endliche Wirkung. Diese l-Instantonen-L6sung ist aber nicht ausreichend, 
um die Energieaufspaltung im Doppelmulden-Potential zu berechnen; man muss weitere Losungen endlicher 
Wirkung beriicksichtigen. Diese Losungen bestehen aus 3, 5 . . . Instantonen/Anti-Instantonen, die das klassische 
Minimum bei x = —a mit demjenigen bei x = +a verbinden: 

Genaugenommen sind das keine exakten Losungen mehr, da bei der nichtlinearen Bewegungsgleichung ()1.312p 
das Superpositionsprinzip natiirlich nicht gilt, aber SSe/Sx\x=x„ ist sehr klein, wenn der gegenseitige (zeitliche) 
Abstand Tk — Tk-i ^ 1/uj ist. Diese Naherung nennt man das "verdiinnte Instanton-Gas" . In diesem Fall darf 




man auch 

Sn — nSi ,n = 3,5... (1.318) 

fiir die entsprechenden Wirkungen setzen. Wir miissen iiber diese Losungen summieren, genauso wie wir die 
Beitrage verschiedener Sattelpunkte in der Methode der stationaren Phase zur naherungsweisen Berechnung 
eines gewohnlichen Integrals addieren, wenn diese Sattelpunkte weit genug voneinander entfernt sind. Diese 
Summation bcinhaltct nicht nur die diskrete Summe iiber die Multi-Instantonen-Losungen sondern auch eine 
Integration iiber ihre NuUdurchgangen ("Zentren") rj,, fc = 1 . . .n, untcr der Bedingung 



P f3 
< Ti < T2 . . . < r„_i < r„ < - 



(1.319) 



Wir betrachten also in dieser vereinfachten Darstellung jede rt-lnstanton-L6sung mit verschiedenen Zentren 
als eine unabhangige Losung, die wir beriicksichtigen miissen. Der eukhdische Zeitentwicklungs- Operator ist 
dann 

r/3/2 



U a, 



E 

n=l,3. 



dr, 

-0/2 

y„{fi/2)=0 



-13/2 



dri 



-13/2 



Vyn exp|- {SeIxu + Vn] - S'_b[x„]) 



'•y„(-/3/2)=0 

wobei yn{T) = x{t) — Xn{T) die Fhiktuationen um die n-Instantonen-L6sung beschreibt. 



(1.320) 



Der nachste Schritt ist die Beriicksichtigung der quadratischen Fluktuationen: die funktionale Taylor- 
Entwicklung der Wirkung ergibt 



y] 



-13/2 



S^S 



-,/2 ''''' 6xir)Sxir') 



weil die erste funktionale Ableitung verschwindet. Hierbei ist 



6x{t)Sx{t') 



S{t-t') o'yUiT-T') 



(1.321) 



(1.322) 
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Quadratische Wirkungen konnen im Pfadintegral wie iiblich cxakt ausintegriert werden: man entwickelt die 



Fluktuationen nach einem voUstandigen, orthonormalen System (am besten des Operators Oy''') 

2/«(t) = 



(1.323) 



was das Funktional-Integral zu einem Produkt von gaufischen Integralen iiber die EntwicklungskoefRzienten 



(n) . . (n) 

cl macht. Wenn die Eigenwerte > sind, ist das Ergebnis der Integrationen einfach 



const. 



n 



const. 



Veto 



(«) 



-1/2 



(1.324) 



Die quadratischen Fluktuationen fiihren also zu einem Vorfaktor, der die klassische Naherung (die Exponen- 
tialfunktion mit der Instanton-Wirkung) einfach multipliziert: 



-S-a/h 



Vyn exp • 



fi/2 



[3/2 



2nhfn 



1/2 



y„(-/3/2)=0 

Mit einer geeigneten Normierung (etwa auf das freie Pfadintegral) ist hierbei 



fn 



(1.325) 



(1.326) 



das Verhaltnis zweier Funktional-Determinanten. Der 'Strich' an der Determinante im Zahler deutet an, dass 
eine zusatzliche Komplikation auftritt: es stellt sich namlich heraus, dass im Limes /3 — cx) genau n Eigenwerte 
Null werden, speziell behandelt werden miissen und damit nicht Teil dieser Determinante sind. Tatsachlich kann 
man zeigen, dass die reichlich ad hoc eingefiihrte Integration iiber die Instanton-Zentren die (ungedampfte) 
Integration iiber diese "Null-Moden" ersetzt. Hier ignorieren wir diese Komplikation und berechnen die Deter- 
minante mit der Methode von Gel'fand und Yaglom aus der Losung einer Differentialgleichung. In imaginarer 
Zcit und fiir ein einzelnes Instanton lautet die Gel'fand- Yaglom-Gleichung 

-riir) = --V'\x,{t)) h{T) = -\uj^U 
m 2 L 

Dabei sind die Anfangsbedingungen /i(— /3/2) = 0,/((— /3/2) = 1 zu beachten und die uns interessierende 
Grosse /i in Gl. (|1.325p ist durch /i = /i(+/3/2) gegeben. Wir losen die Gel'fand- Yaglom-Gleichung nur 
approximativ: ausser in der Umgebung des Instanton- Zentrums ist tanh^(...) ~ 1 und daher vereinfacht sich 
die Differentialgleichung zu /(' ~ cj^/i mit der Losung 



1-3 tanh^ 



|(r-ro)]}/i(r). (1.327) 



/i(/3/2) 



sinh(cj/3) fi- 



(1.328) 



was natiirlich das Ergebnis fiir den harmonischen Oszillator im jeweiligen Einzeltopf ist. Die Beriicksichtigung 
der T-Abhangigkeit in der Gl. (jl.327l) ergibt einen Korrekturfaktor K^^ und bei n Instantonen naherungsweise 
if]"", wenn sie nicht iiberlappen. Der Integrand im Integral iiber die Instanton-Zentren ist dann unabhangig 
von den Zentren Tk und man erhalt 



/9/2 



dTr, 



13/2 



S3/2 



13/2 



(1.329) 



und damit 



U a, 



E 

n=l,3... 



sinh 



exp 



-Si/h 



(1.330) 
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Aus dcm Vergleich mit der Spektraldarstcllung (ll.31ip entnehmen wir daher 



Eq = —fko — hy'Kie 



El — -^hw + Kie 



1 Imuj 



(1.331) 
(1.332) 



d.h. der Grundzustand hat positive Paritat und ist abgesenkt, wahrend der erste angeregte Zustand negative 
Paritat besitzt und durch das Tunneln angehoben wird. Der Wert der Wellenfunktionen bei x = ±a stimmt 
mit Gl. (I1.308P iiberein, wenn man den (exponentiell unterdriickten) Auslaufer der Wellenfunktion aus dem 
anderen Topf vernachlassigt und sich daran erinnert, dass fiir Wellenfunktionen des harnionischen Oszillators 
(t)o{0) = {uiijj/TThf''^ (siehe Gl. (|1.75ap ) gilt. Man muss jctzt noch den Wert der Konstanten bestimmen@ 
und erhalt dann fiir die Aufspaltung 



/^E ^ Ei-Eq = 2hJKie 



-Si/h 



exp 



(1.333) 



Anmerkungen 

1. Der Faktor e~^^/^ ist der erwartetc Unterdriickungsfaktor fiir die Tunnel wahrscheinlichkeit. Aus Gl. 
(|1.317p sieht man, dass dies genau das iibliche WKB-Resultat ist. 

2. Da 1/a^ ^ A ist (siehe Gl. (|1.304p ) im wesentlichen der Anharmonizitats-Parameter ist, sieht man, dass 
das Ergebnis (|1.333p fiir die Aufspaltung 

/\E Le-™"^t/A (1 334) 

V A 

nichtanalytisch von A abhangt und daher in Storungstheorie nicht erhalten werden kann. 

3. Urspriinglich hatten wir Randbedingungen bei r = ±/3/2, so dass die l-Instanton-L6sung eigentlich tq = 
besitzen miisste. Im Limes /3 — oo ergibt sich jedoch Zeit-Translationsinvarianz und Instantonen mit 
Mittelpunkt tq sind ebenfalls Losungen. Die kontinuierliche Symmetric unter Zeitverschiebungen fiihrt 
zu den erwahnten NuU-Moden (Ubungsaufgabe liop . d.h. es kostet keine Wirkung, Verschiebungen in 
diesen Koordinaten durchzufiihren. Der Korrekturfaktor Ki wiirde divergieren, wenn diese Nullmoden 
nicht in der Definition der modifizierten Determinante (jl.326p weggelassen wiirden. Eine ausfiihrliche 
Behandlung dieses Punktcs findet man z. B. in Kleinert, chapter 17. 



Siehe, z. B., {Felsager}, chapter 5.10 



68 



Kapitcl 2 : Mchrteilchen-Physik 



2. Pfadintegrale in der statistischen Mechanik und der Mehrteilchen- 
Physik 



2.1 Die Zustandssumme 

Die Zustandssumme 



Zip) = Sp e 



-I3H 



(2.1) 



{ks ■ Boltzmann-Konstante, T : Temperatur) ist eine zentrale Grosse der statistischen Mechanik, da sich aus 
ihr die folgenden thermodynamischen Grossen ableiten lassen 



• freie Energie F = — ^ InZ, d.h. 

• Druck P = -dF/dV {V : Volumen) 

• Entropie S = —dF/dT usw. 



Z = exp(-/3F) 



(2.2) 



Fiir Erwartungswerte von beUebigen Observablen A im thermischcn Gleichgewicht benotigt man die (Gleichge- 
wichts-) Dichtematrix 

Pf} = ^e-^" , (i) = Sp(i/)^). (2.3) 

Wir haben bereits eine Pfadintegral-DarsteUung fiir die Zustandssumme eines Teilchens in einem Potential in 
Kapitel fTT9l abgeleitet und miissen jetzt dort nur /3 ^ (3H ersetzen: 



Zifi) 
Se[x] 



dx I Dx exp 



f3h 



x{0)=x{i3h) 



dr[^x^ + V{x)) 



(2.4) 



Fiir ein Teilchen in einem harmonischen Potential erhalten wir beispielsweise aus den Gleichungen (jl.65[ 11.631 
I1.73P nach Transformation auf euklidische Zeiten fiir die Dichtematrix 



z 
1 



exp(-;3i7''-") 



exp 



Z y 2'Khsm\i{j3hLo) 
und fiir die Zustandssumme nach Ausfiihrung der Spur 



mcj (x^ + x'"^) cosh{l3hjj) — 2xx' 
"2fi" sin\v{l3huj) 



' + 00 

(/3) = / dx 



exp(-/3i/^0) 



2sinh(^fe^/2) ' 



(2.5) 



(2.6) 



wobei coshz — 1 = 2sinh^(z/2) benutzt wurde Das stimmt natiirlich mit der Summe iiber alle Energie-Niveaus 
des harmonischen Oszillators iiberein: 



Zh O (/3) = exp(-/3i?„) J2 exp 



n=0 



-/3huj n 



1 



(2.7) 



^Setze ta = , ti, = T = —i/Hh und sin{j^) = ismh{z) , cos{iz) = cosh(z). 
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Eine anderc dircktc Bcrechnung wird in Ubungsaufgabe [9] b) verwendet. 

Fur viele Anwendungen benotigt man die Zustandssumme des erzwungenen harmonischen Oszilla- 
tors: 

^erzw.h.O.(^) = Z'^-^'-iP) expj f dr' e{T)K{u:{T-T'),u:(ih)e{T')\ (2.8) 



JO 



mit dem Integralkern 



cosh(7//2 — x) , ^ 



Vertiefung 14: Zustandssumme des erzwungenen harmonischen Oszillators 

Die Ablcitung dieses Ergcbnisses gcschicht durch direktc Rechnung, ist aber etwas miihsam. Man gcht aus von dem Rosultat 1 11.971 m 
echtcr Zcit und macht zusatzlich zu den Transformationcn ta — 0,tfj — T — —i(3h die Substitution t — —ir, t' — —ir' in den Integralcn 
iiber die aussere Kraft. Dies ergibt 



'f^^ ^ a/ o ^ -T^ rJ FT f dxc^p(-ax'' -bx + c) (2.10a) 



b ^ 



hs'mh{LJ0h) h s'mh(ujf3h) 

1 fl^h 



raujh sinh(cj/3?i) 

Die gaufisehe Integration kann sofort ausgefiihrt werden und ergibt 



/ dr dr e{r)e{r ) sinhuj{l5h- r) si-nh{ujT ) . (2.10b) 



.h.o.(^) = Z''°(;3)cxp(^+c| (2.10c) 



Wenn man nun den Exponcnten ausrechnet, die Bcziehung l|1.117| l fiir j — 2 benutzt, um die Doppelintegralcvon b^ und c 
zusammenzufassen, und die Additionsthcoremc dcr hypcrbolischen Funktionen verwendet, crhalt man Gl. l|2.8^ mit dem Kcrn (f2T9l . 



Eine andere Mogliehkeit ist die Fourier-Entwicklung der Pfade 

^ 27TikT 



(r) - ^ Cfcexp(^^:^) , x(0) - x{m) (2.10d) 



und Integration iiber die Fourier-Koeffizienten wie in Ubungsaufgabe [9] b) . Die verbleibende Summation iiber die "Moden" k kann 
man mit Hilfe der Beziehungf^ 

E°° cosik-Kx) 1 coshfa(l — x)) 1 
^- ^ ^-^ . < a; < 2 (2.10e 
(/C7r)2+a2 2a sinh a 2a^ ' ~ ~ ^ ^ 

durchfiihren. 

Wir konnen das Ergebnis (j2.4p auch sofort auf den Fall libertragen, dass wir ein System von (unterscheid- 
baren) qnantenmechanischen Teilchen haben, die sich in einem ausseren (oder mittleren) Potential bewegen: 

^ = E[S: + ^M=E^- (2.11) 



2m 

1=1 

Dann ist 



Z^Sv{e-^^^-^"') = [sp(e-^^)]'^ , (2.12) 

da die Teilchen sich unabhangig voneinander bewegen. Fiir jede der Sub-Zustandssummen gilt dann die 
Pfadintegral-Darstellung (|2.4I) . 



'{Gradshteyn-Ryzhik}, cq. 1.445.2. 
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Als weitcrc Anwendung wollen wir die Hochtemperatur-Entwicklung der Zustandssumnie aus dcm Pfad- 
integral ableiten, die auch als Wigner-Kirkwood-Entwicklung bekannt ist. Dazu schreiben wir fiir den Pfad, 
der von x zum "Zeitpunkt" r = nach x zum "Zeitpunkt" r = /3h fiihrt 



x{t) — X + ^(r) 

und nehmen an, dass im Hochtemperatur-Fall ^ klein gegeniiber x ist. Dann konnen wir entwickeln 

V{x + = Vix)+CV'ix) + ^fV"ix) + ... 



(2.13) 



= V - 



2V" 2 V V " ' ^ ' 



und erhalten ahnlich wie bei der halbklassischen Entwicklung des Propagators in Kapitel 11.51 



(2.14) 



(2.15) 



Die Randbedingungen fiir die verschobene Integrationsvariable 77(t) = ^{t) + V' /V" sind 7^(0) = ri{f3h) = V' /V" 
und alle Potentialwerte sind am festen Punkt x zu nehmen, iiber den am Schluss ebenfalls noch integriert wird. 
Das Pfadintegral (I2.15P ist das eines harmonischen Oszillators mit mw^ = V"{x) in euklidischer Zeit und 
wir konnen daher sofort das Ergebnis aus Gl. (j2.5p iibernehmen. Zusatzlich muss man die hyperbolischen 
Funktionen fiir kleine /3 entwickeln, um konsistent mit der angenommenen Kleinheit von ^(t) = 0{t'^) zu 
bleiben. Auf diese Weise erhalt man 



■ exp 



dx exp [— /?y(a;)] 



h \V'' J 2'^ \ 12 ^ 



1 

h \ 27r/3 



2fc2 



24to 



Wenn man beriicksichtigt, dass 



dx"^ 



ist, kann man eine partielle Integration durchfrihren und erhalt dann das Ergebnis 



ft V W 



dx exp [~j3V{x)] 



3fc2 



24:171 



r^x) 



Der erste Term 



"^klass. 



dx dp 

2TTh 



exp 



(2.16) 



(2.17) 



(2.18) 



(2.19) 



ist das klassische Ergebnis, was in der Phasenraum-Darstellung (in der zwcitcn Form von Gl. (I2.19p ) am 
deutlichsten zu sehen ist: abgesehen von der Einteilung des Phasenraumes in Zellen der Grosse h = 2-Kh 
enthalt es keinerlei Abhangigkeit vom planckschen Wirkungsquantum, aber geradc den klassischen Boltzmann- 
Faktor exp(—/3H{p,x)). Der zweite Term in Gl. (|2.18p ist die Quantenkorrektur fiir hohe Teniperaturen. 
Hohere Korrekturen konnen natiirlich durch weitere Terme in der Taylor-Entwicklung des Potentials berechnet 
werden. 
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2.2 Das Polaron 

Eine beriihrnte Anwendung der Pfadintegral-Methode in der statistischen Mechanik bzw. der Festkorper-Physik 
ist die Bewegung von Elektronen in einem ionischen Kristall, z. B. NaCl. Hier erzielt Feynmans Pfadintegral- 
Methode [2D] eindeutig bessere Ergebnisse als konventionelle Verfahren. 

Das Elektron wechselwirkt mit den lonen, die nicht fest gebunden sind, und erzeugt eine Verzerrung des 
Kristalls, die es bei seiner Bewegung mit sich schleppt. Dieses "Quasiteilchen" wird Polaron genannt. Ein 
einfacher Modell-Hamiltonoperator, der diesen Effekt beschreibt, ist von H. FrohlichEl angegebcn worden: man 
lost die Poisson-Gleichung fiir das Potential, das das Elektron spiirt, unter der Annahme, dass die induzierte 
Ladungsdichte proportional zur Divergenz einer longitudinalen Verschiebungswelle ist, die nach Modcn entwick- 
elt werden kann: 

k 



P(x) 



k 



— e"^-" + c.c. 



(2.20) 



In der quantisierten Theorie kann man at als Erzeugungs- Operator fiir ein Phonon mit Impuls k inter- 
pretieren. Fiir kleine Impulse k tragt nur der optische Zweig der Phononen bei mit einer Frequenz w, die in 
einfachster Naherung konstant, d. h. unabhangig von k ist. Addiert man nun noch den freien Hamilton- 
Operator der Phononen hinzu, lautet der Hamilton-Operator des Systems (in den Einheiten h = uj = m = l) 



2V271 



1/2 1 



E 

k 



1 



Hi 



(2.21) 



V ist dabei das Vohimen, in das wir das Gesamt-System eingesperrt habenQj und a die dimensionlose Elektron- 
Phonon-Kopplungskonstante. In Anwendungen nimmt sie Werte zwischen 1 und 10 an, ist also nicht notwendi- 
gerweise klein. 

Zunachst nehmen wir jedoch an, dass Storungstheorie anwendbar ist. In niedrigster Naherung ist die Energie 
des Elektrons E^^^^ — p^/2 . In den nachsten beiden Ordnungen der Storungstheorie erhalten wir AE^^'' = 
und 



E 



< 0\Hi\n >< n\Hi\0 > 2^/2 



E(") - £;(") 



V 



^ k2 
k 



1.P 



k)^ 



1 9 



(2.22) 



Die erste Ordnung Storungstheorie verschwindet, well kcin Phonon im Anfangs- und End-Zustand vorhanden 
ist. Die zweite Ordnung fiihrt wie iiblich zu einer Absenkung der Energie und lasst sich graphisch als Emission 
und Absorption eines Phonons mit Impuls k am (nackten) Elektron darstellen: 

k 



V p-k P 

Abb. 11 : Zwcitc Ordnung Storungstheorie fiir die Selbstenergie des Polarons. 



^^Dicscs "Frohlich" -Polaron wird auch "grosses (large)" Polaron genannt, well seine Abmessungen so gross gegeniiber der 
Gitterkonstanten des Festkorpers sind, dass man diesen als ein Kontinuum behandeln kann. Bei den "kleinen (small)" oder 
"Holstein"-Polaronen ist dies nicht der Fall. Siehe z. B. |http://en.wikipedia.org/wiki/Polaro"n| 

■'^Damit das Spektrum diskret abzahlbar wird: ki = run/L ,V = L'' . Die Summation iiber k ist eine Kurzschreibweise fiir 
die Summation iiber Ui = 1,2... ,i = 1,2,3 . Fiir L — > 00 kann man diese Summation durch ein Integral crsetzcn, so dass 
(l/V')Ek^/d'fc/(27r)3. 
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Im kontinuierlichen Grcnzfall crhalten wir ein (Schleifen-) Integral, dessen Berechnung 



A£;(2) = -a^ arcsin (^^^ (2.23) 

ergibt. Fiir kleine Impulse p = |p| des Elektrons ergibt sich also 

E^-p''^a~ — p2 + 0(a2, p4) ~ -a + P\ , + . . . . (2.24) 
2^ 12^ ^ ^ 2(1 + a/6) ^ ^ 

Mit anderen Worten: das Elektron bekommt eine effektive Masse moff/m = 1 + a/6 und eine Ruhe-Energie 

Eo = -a + e'(a^) . (2.25) 

(Die etwas willkiirlicli erscheinenden numerischen Faktoren vor dem Wechselwirkungs-Term im Frohlich- Hamil- 
ton-Operator (|2.2ip sind tatsachlich so gewahlt worden, dass der lineare Term in der Energie den "schonen" 
KoefRzienten —1 bekommt ....). Hohere Ordnungen der Storungstheorie sind (im Laufe der Jahrzehnte) eben- 
falls berechnet worden [21] , [22] , [23] mit dem Ergebnis 

— j - 0.8061 (—] - 0.533 (—] -0.38 (—] +0(a6). (2.26) 

Es ist offensichtlich, dass diese Reihe fiir grosse Kopplungskonstanten nutzlos wird. Hier setzt die Pfadintegral- 
Methode ein: Feynman realisierte zunachst, dass die Phonon-Koordinaten hochstens quadratisch auftreten und 
daher exakt ausintegriert werden konnen. 

Vertiefung 15: Ausintegrieren der Phononen 

Dies gcschicht am einfachsten, indeni man im Frohlich-Hamiltonoperator J2.2H statt Eizcugungs- und Vcrnichtungsopcratorcn fiir die 
Phononen ihre (vertauschten) Koordinaten- und Impuls-Opcratoren 

<?k = -^(alk^^k) ^ Pk = ~^("k+S-k) (2.27a) 

cinfiihrt. Wie man leicht nachrechnet, crfiillcn dicsc Opcratoren die Vcrtauschungs-Rclation [^kiPk'l ~ *^kk' ' ^- ^- J2.27at ist cine 

kanonischc Transformation. Dann lautet der Frohlich-Hamiltonoperator 

wobei der dritte Term die (unendlichc) Nullpunktsencrgic aller Moden k subtraliicrt. Das Pfadintegral fiir die Zustandssumme hat jetzt 
die Gestalt 

Z(/3) = ^ P^a;(r) oxp (^-y^'^dr ix"(r)^ cxp(/3/2) ^ Vq^ir) 

'y[''''^I](^'jk(^)9-k(T)+iqk(r)g_k(r)+ek(T)gk(r)^ | (2.27c) 

ek(r) = 2 (V2^a) ^'^ 7^e'''-(-' . (2.27d) 

V / VV |k| 

Auf Grund der kanonischen Transformation J2.27at haben wir qi^(T) = q_k(T) , was 7_k — 7k fiii den Rcaltcil und r;_k — — ^k fiii' clcn 
Imaginarteil bedeutet. Wir musscn daher nur iibcr die positiven "Moden" integrieren, mit den Wirkungen 

(2.27e) 



f d-r + 7^ + (ek + e_k) 7k] , bzw. ^ f dr [ 77^ + ifj + J (ck - e_k) r/k ] • 

k>0 k>0 

wir das Ergebnis i2.8l verwenden (indcm wir dort m — 2^uj — h— 1 setzen) und crhalten dann fiir jedc Mode den 
(/3) • oxp I i J^^ dr £ dr' K {t - t\ p) [ ek(r)e_k(r') + e_k(r)ek(T') ] | . (2.27f ) 

idssumme fiir das Elektron 



^(0) = xO) 
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mit dcr cffcktivcn (cuklidischcn) Wirkung 
S, 



^ 1 2 

dT — X — 

2 2 ./Q -/o 



ff[x(r)] = [ 
Jo 

\ und Ubcrgar 

Soff[x(r)] = f'^dT-x'^ -27rV2a dr f dr 
■la 2 Jq Jq 

-*otcnti 

r d^i 

J (2^ 



, cosh(/3/2-(r-r')) ^ 



sinh(^/2) 

Einsetzcn von Gl. I l2.27dt und Ubcrgang zu uncndlichcm Quantisicrung-Volumcn crgibt 

cosh (/3/2 - (r - r')) 



f 1 2 ^ 
t - 27rV2Q 

Das Impuls-Intcgral ist dasjcnigc fiir cin Coulomb Potential 



r d-'k 1 . , ^ ^ , 

/ cxp ik ■ (xfr) — xfr }) 

,/ (27r)3 k2 L V W I, 



sinh(^/2) 



fe 1 , 11 

TT oxp (ik • y) = — ^ 
k^ 4tt \y\ 



so dass das Endergebnis 



lautct. Dabci ist die Rctardicrungsfunktion durch 

Gi3(t) 
dcfiniort. 



Setf[x(r)] = f drix' - aV2 I dr H dr' G f, (r - r' ) 

Jo 2 Jo Jo |x(r)-x(r')| 

_ cosh (ff/2 - 1^ 



2sinh(/3/2) 



(2.27h) 



(2.27i) 



(2.27j) 



(2.27k) 



Damit ist das Polaron-Problem auf ein Einteilchen-Problem fiir die Elektron-Bewegung reduziert worden ! 
Wenn wir uns nur fiir die Grundzustands-Energie interessieren, konncn wir auch noch den Limes — > oo 
(teilweise) vollziehen: die Nullpunktsenergie der einzelnen Phonon-Oszillatoren hebt sich dann im Vorfaktor 
von Gl. ( |2.27gP weg und der Integral-Kern kann unter der Annahme r, r' <C /? vereinfacht werden. Wir haben 
dann 

Z(/3) = ^ V^x{t) e^^""^''^^'^^ (2.28) 







x(0)=x(/i) 


mit der effektiven 


Wirkung 






S'off[x(r)] = 


/ dr — — — ^ / dr dr' - — — -- . 

7o 2 ^2 70 Jo |x(r)-x(T')| 



(2.29) 



Das verbleibende Pfadintegral kann aber nicht mehr exakt gelost werden. Feynman wandte stattdessen ein Vari- 
ationsverfahren an. Es berulit auf der Identitat (zur Erinnerung: das Pfadintegral arbeitet mit gewolmlichen 
Zahlen !) 



/ 



Vx e 



JVx, 



-{S-St)p-St 



Vx e 



-St 



J Vx e-'S* 



und Jensens Ungleichung fiir konvexe Funktionen 



(2.30) 



(2.31) 



bei Mittelung iiber positive Gewichtsfunktionen, wie es bei exp(— 5*) der Fall ist. St ist dabei eine beliebige 
Versuchswirkung, die die wahre Wirkung S moglichst gut approximieren soli, gleichzeitig aber zu einem losbaren 
Pfadintegral fiihren soil. Diese technische Forderung beschrankt uns auf quadratische Versuchswirkungen. 
Da die effektive Wirkung (j2.29p eine Retardierung aufweist, die beriicksichtigt, dass zu einem friiheren Zeit- 
punkt Phononen emittiert wurden, die spater wieder absorbiert werden, ist es entscheidend, diese Retardierung 
mit dem Ansatz 

nd 1 n8 i-T 

i2 



St = 



1 r 

/ dT -x^ + dr dr' f{T- t ) [ x(t) - x(r') ' 
Jo '2 Jo Jo 



(2.32) 
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in die Versuchswirkung einzubauen. Hierbei ist /(fi) eine freigelassene Retardierungsfunktion. Die Grundzu- 
stands-Energie des Elektrons im Kristall erhalt man aus 



Z(/3) = e-^^ ^- 



d.h. mit Hilfe der Gleichungen (lOO)) und ([^31]) 



Eo < Et+ lim -{S,B~St] 



(2.33) 



(2.34) 



Dieser Ausdruck ist die Verallgemeinerung der Schranke fiir die niedrigste Energie, die man in dem iiblichen 
Rayleigh-Ritz-Variationsverfahren fiir den quantenmechanischen Hamilton-Operator erhalt, auf allgemeine Wirkun- 
gen. Die Berechnung von Et und (S'cff — St) mit dem Ansatz (|2.32p ist eine etwas langere, technische Rechnung, 
die am besten wie beim harmonischen Oszillator in Kapitel [L2] durch Fourier-Entwicklung des Elektron-Pfades 
durchgefiihrt wird. Das Resultat ist [24] 



Eo <n~ — 



dfj 



mit 



3 

4 



dE 



\nA{E) 



A{E) 



dE 



sin^{cTE/2) 



E^A{E) ■ 

Die Funktion A{E) hangt dabei mit der Retardierungsfunktion iiber 



zusammen. Feynman wahlte 



8 f°° 

A{E) = l + —J^ dafia) sin^ 



/(a) = fpicT) =C-e- 



aE\ 



(2.35) 

(2.36) 
(2.37) 

(2.38) 



(2.39) 



mit zwei Variationsparametern C (Starke der Retardierung) und w (Retardierungszeit). Dann erhalt man 



4w 



v^ + E^ 



E2 ' 



w 



-,1/2 



(1 



(2.40) 



wobei iiblicherweise anstelle des Starkeparameters C die Grosse v — -y/w^ + AC /w verwendet wird [v > w). 
Fiir kleine Kopplungskonstanten a kann man die Variation nach den Parametern v^w analytisch durchfiihren 
(Ubungsaufgabe llip und bekommt 



Ef = -a- 0.012346 - 0.6344 • 10"^ a"" - 0.4643 • 10"'' a" - 0.3957 • 10"^ + O(a^) , 



(2.41) 



was nur unwesentlich schlechter ist als die Storungsentwicklung (|2.26p . Fiir sehr grosse Kopplungskonstanten 
ist dies ebenfalls moglich und ergibt 



E. 



— - 31n2 - - +0(a"2) = -0.1061 - 2.83 + ©(a^^) 
37r 4 



wahrend fiir das exakte Ergebnis in diesem Grenzfall 



Eo{a) = -0.10851a^-2.84 + O ( ^ 



(2.42) 



(2.43) 
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hergeleitet wurde (den fiihrende Term werden wir im Kapitel 12.81 bestimmen) . Fiir beliebiges a muss man das 
verbleibende Integral in Gl. ()2.35|) numerisch berechnen. Dabei stellt sich heraus, dass das Feynman-Resultat 
die beste obere Schranke darstellt, die von verschiedenen Naherungsverfahren geliefert wird, wenn diese fiir 
alle Werte von a angewendet werden. Zwar ist die Storungstheorie besser bei a ^ 1, versagt aber bei grossen 
Kopplungskonstanten, wahrend das feynmansche Ergebnis dort immer noch hochstens um 2.2 % abweicht. 
Dieser Erfolg kommt vor allem daher, dass die unendlichen Phonon-Freiheitsgrade exakt ausintegriert wurden, 
so dass - wie immer man auch den elektronischen Teil annahert - die Dynamik der Gitter-Verzerrung, die das 
Elektron begleitet, richtig behandelt wird. Man beachte, dass die effektive Wirkung (|2.29|) zwar eine Einteilchen- 
Wirkung ist, aber keine Hamilton'sche Beschreibung mehr zulasst und daher auch keine Schrodinger-Gleichung 
mehr zur Verfiigung steht. 



Vertiefung 16: Mittlere Anzahl von Phononen im Polaron 

Man kann leicht die mittlere Anzahl der Phononen 



N 



— lim 



Sp Af 



3H ^ 



Sp ( e-f!H 



(2.44a) 



bcrcehnen, die im Grundzustand des Polarons, dem "angezogenen" Elektron, enthalten sind, well man den Tcilchenzahl-Operator N durch 
DifFerentation eines modifizierten Hamilton-Operators nach einem kiinstliehen Parameter A crzeugen kann, der danach auf den Wert 
gcsctzt wird: 



N = -— lim - \nSp ( e''^">- 



(2.44b) 



Hierbci ist 



1 2 t / ^ \ 1/2 1 — ■ 1 



h.c. 



(2.44c) 



Da fiir grossc /3 die modifizierte Zustandssumme 



Sp e- 



-13 Eoi\,a) 



(2.44d) 



erfiillt, erhalt man aus Gl. l l2.44bt 



N = —Eo(\,a) 



(2.44e) 



und man muss nur den niedrigstcn Eigcnwcrt des Hamilton-Operators Hx bcstimmen. Dies ist jcdoch leicht durch Zuriickflihrung auf den 
urspriinglichen Hamilton-Operator H moglich: Zuerst teilt man durch A 



~Hx = — 4-^ aJ^Ok +4 (2^2™)^'^ — \ ale 



2A 



A/y V Ik| 



(2.44f) 



und skaliert sodann Impuls- und Orts-Operatorcn des Elektrons (entgcgengesetzt, um die Vertauschungs- Relation zu erhaltcn) 



p — VXp , X — —r= X . 

vA 



(2.44g) 



Im Wcchsclwirkungs-Tcrm sctzcii wir dann noch in der Summation k — y/Xlc und crhalten 



Ho 



2^/2tt — —= ale ""^ _ h.( 

A^/V |k| L k 



(2.44h) 



Daher konncn wir able 



und Gl. I2.44ct crgibt 



\3/2 



N = Eoia) - Eo{a} . 

2 da 



(2.441) 



(2.44j) 



Das bedeutet, dass bei grossem a. die mittlere Anzahl von Phononen wie 0.217 anwachst, also bei a — 10 cine Wolkc von etwa 22 
Phononen ein nacktes Elektron umgibt. 



Es gibt auch (im Prinzip cxakte) Monte- Carlo- Rcchnungen [25], 1261 . mit dcnen vcrglichen werden kann. 
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2.3 Dissipative Quantensysteme 

Uber das spezielle Polaron-Probleni hinaus hat die feynmansche Behandlung der Phononcn cine Bcdeutung in 
der Behandlung dissipativer Systeme gewonnen, wo das Warmebad (dcr Rest des Systems, der nicht expUzit 
behandelt wird) ebenfalls durch eine Ansammlung von OsziUatoren beschrieben werden kann. Damit wollen 
wir uns jetzt beschaftigen @. 

In der klassischen Physik kann man Dissipation oft dadurch phanomenologisch beschreiben, dass man einen 
geschwindigkeitsabhangigen Reibungs-Term in die Bewegungsgleichungen einfiigt. Das ist in der Quanten- 
mechanik nicht mchr moghch, weil der Hamihon-Formahsmus fiir zeitunabhangige Hamilton-Operatoren En- 
ergierhaltung impliziert. 

Das einfache Beispiel eines gedampften Pendels zeigt, wie man ein besseres physikaUsches Modell fiir ein dis- 
sipatives System erhalten kann: der uns interessierende Freiheitsgrad - die Auslenkung des Pendels - beschreibt 
eine gedampfte Bewegung, weil er mit anderen Freiheitsgraden (den Luftmolekiilen, dem Aufhangungsmecha- 
nismus etc.) wechselwirkt. Wir konnen das Pendel, die Luftmolekiile und die Aufhangung als ein grosses System 
beschreiben, das (wenn es geniigend von anderen Freiheitsgraden isoliert ist) die Gesamt-Energie erhalt. Die 
Energie des Pendels, alleine, wird jedoch im allgemeinen nicht mehr erhalten, sondern auf das Umgebungs- 
System tibergehen. Das Modell von Caldeira und Leggett [28' nimmt daher eine Gesamt-Hamilton-Funktion 
der Gestalt 

an, wobei 



ystcm 



p 

2m 



Vix) 



(2.46) 



ein Teilchen der Masse m beschreibt, das sich in einem Potential V bewegt. Die praktische Anwendbarkeit des 
Modells beruht auf der Annahme, dass sich die Freiheitsgrade der Umgebung durch eine Ansammlung von N 
harmonischen OsziUatoren 



Umgebung 



E 



, 1 2 2 

+ -TO„a;„9„ 

2m„ z 



(2.47) 



und die Wechselwirkung durch eine bilineare Kopplung von Teilchen- und Umgebungs-Koordinaten 



-^Wcchsclwirkung 



N 
n=l 



N 



(2.48) 



beschreiben lassen. Der letzte Term in Gl. (|2.48l) ist eigentlich ein Potentialterm fiir das Teilchen, erweist sich 
aber im Folgenden als niitzlich. 

Wir wollen zuerst zeigen, dass dieses Modell bereits klassisch die Dampfung des Systems so beschreibt, wie 
wir es erwarten. Dazu leiten wir die Bewegungsgleichungen fiir die Freiheitsgrade der Umgebung 



-m„CJ„(J„ + CnX , 



rrir, 



(2.49) 



und des Systems 



dV 
dx 



N 



N 



1 2m„w2 



m 



(2.50) 



^^Dieser Abschnitt folgt im Wesentlichen der Arbeit 1271 . 
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ah. Nun losen wir die Gl. (|2.49p fiir die Umgebungs-Koordinaten in der Weise, dass wir die Teilchen-Koordinate 
x{t) als gegebene Funktion der Zeit ansehen. Die inhomogene Differentialgleichung hat dann die Losung 



qn{t) = (j„(0) cos(iLj„i) H sin(tj„t) H 



TO„a;„ 



i-n^n Jo 



ds sin [u!n{t — s)] x{s) 



(2.51) 



und Einsctzcn dieses Resultates in Gl. (|2.50|) ergibt 



it) - dsV] sin K(t ~ s)] x{s) + ^+ x{t) V ^ 2 



AT 



g„(0) cos(iu„i) + Eji!^ sin(tj„t) 



(2.52) 



Durch eine partielle Integration des zweiten Terms auf der linken Seite kann die Bewegungsgleichung fiir das 
Teilchen in die endgiiltige Form 



/■* dV 

■mx(t)+m / ds j(t — s) x(s) + —— = £^(t) 

ox 



(2.53) 



gebracht werden. Man beachte, dass der Dampfungsterm im allgemeinen Information iiber die Teilchen- 
Koordinate zu friiheren Zeiten benotigt ( "Erinnerungs-Effekt" ) . Auf der rechten Seite steht eine fluktuierende 
Kraft 



N 



n=l 



QniO) ^a;(0) cos(cj„t) + 



Pn{0) 



rrinLOn 



sin(w„t) 



(2.54) 



die verschwindet, wenn sie iiber die Freiheitsgrade der Umgebung gemittelt wird. Der Dampfungs-Kern 

N 



7(i) = - E 



2— cos(a;„t) 

n— 1 

kann durch die Spektraldichte der Umgebungs-Oszillatoren 



(2.55) 



(2.56) 



ausgedriickt werden: 



lit) = — 



' , Ji^) , N 

do; cos(ti;t) 



(2.57) 



Fiir praktische Anwendungen ist es daher unnotig, alle Parameter m„,aj„ und c„ zu spezifieren, die in die 
Gleichungen (j2.471 12.48P eingehen; es geniigt, die Spektraldichte J(a;) anzugeben. Die am haufigsten benutzte 
Form ist die der "ohmschen Diimpfung" 



jO'^'"(cj) = 77170; 



(2.58) 



die auf den Dampfungsterm 7(i) = 27(5(t) und damit auf die klassische Dampfung (ohne "Erinnerung" ) fiihrt. 
Allerdings kann eine realistische Spektraldichte nicht unbegrenzt anwachsen, so dass Gl. (|2.58p bei hohen 
Frequenzen modifiziert werden muss; eine Moglichkeit ist die Unterdriickung von Frequenzen oberhalb einer 
charakteristischen (Drude-) Frequenz uju'- 



J 



Drudc 



7(t) = 7WD exp(-w_D|i| 



(2.59) 



D 
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Die Bcschreibung der Umgebung durch ein "Warmebad" von harmonischen Oszillatoren und die bilineare 
Kopplung daran mag zuerst problematisch erscheinen, weil das System nach einer geniigend langen Zeit in 
seinen urspriinglichen Zustand zuriickkehren kann und daher keine echte, irreversible Dampfung erfolgt. Wenn 
die Anzahl der Oszillatoren N jedoch gegen unendlich geht, strebt auch diese sog. Poincare-Riickkehrzeit 
gegen unendlich und das System verliert immer Energie an die Umgebung. Das ist natiirlich auch genau der 
Grenzfall, in dem die Spektraldichte J{uj) eine kontinuierliche Funktion werden kann, anstatt cine Summe von 
(5-Funktionen. 



Wir wollen nun die quantenmechanische Bcschreibung des Systems mit Hilfe euklidischer Pfadintegrale 
ableiten. Wir betrachten dazu die voile Zustandssumme des Gesamt-Systems bei einer Temperatur T = 1/(^3/?) 
(und lassen den Index "E" fiir "euklidisch" weg) 



Z{/3) — Sp gyst^jjjj^Umgcbung+Wcchsclwirkung ( 6XP( f^^) 

= ^ 2?a; ( J]^ VqA exp 



^ (5'gystcm [-^j ~t~ 5'umgcbung [^n] ^~ 5'wcchsclwirkung['^5 Qn]^ 



mit 



5'systcm [x] = / dr ^ —-jp- + V{ 

-Sumgobung [qn] = ^.T \] — ^ (ql + i^lq. 

•I^ n=l ^ 

Jo . 1 



Wcchsclwirkung [^5 Qri] 



2mnUJ^ 



(2.60) 

(2.61) 
(2.62) 

(2.63) 



Die Spurbildung in der Definition der Zustandssumme verlangt wieder periodische Randbedingungen fiir alle 
Pfade und Integration iiber die Endpunkte. Wir konnen die Zustandssumme in der Form 



Z(/3) = = 



(j) Vx exp ^ -■^S'systonja;] ^ ^[x] 



(2.64) 



schreiben, wobei das Einfluss-Funktional F[x\ als Produkt von Pfadintegralen fiir jeden Umgebungs-Oszil- 
lator gegeben ist: 



N 



n=l 

J"„ [x] = j) Vqn exp 



[4, 






lo 2 



9n(T) qnir) 



■ninUJt, 



:x{t) 



(2.65) 
(2.66) 



Wie beim Polaron konnen wir das Pfadintegral iiber die Umgebungs-Oszillatoren exakt ausfiihren, da jede Mode 
n ein erzwungener harmonischer Oszillator ist. Tatsachlich ergibt die Anwendung von Gl. (|2.8p unmittelbar 



wobei der Kern 



Z^ o- exp 



ph 



dr I dr' Kn{T — r') x{t)x{t') 



cl^ cosh {ujn {l3h/2- s)) 



2to„w„ sinh (aj„/3ft/2) 



s > 



dr x^ (r) 



(2.67) 



(2.68) 
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lautet (siehe Gl. p.Qp ). Im Gegensatz zum Polaron-Problem, wo wir nur an der Grundzustands-Encrgie 
interessiert waren, kann man ihn fiir endliche Temperaturen nicht weiter vereinfachen. Man beachte, dass der 
Kern symmetrisch um s = /3fi./2 ist. Da wir ihn nur im Intervall [0,/3fi.] benotigen, konnen wir Periodizitat 
ausserhalb dieses Intervalls annehmen und ihn in eine Fourier-Reihe entwickeln 



(2.69) 



wobei 



2nl 



die sog. Matsubara-Frequenzen sind und die KoefSzienten zu 



1 ff'^ 



bestimmt werden. Mit dem Resuhat (12.61) erhalten wir 



(2.70) 



(2.71) 



1 



exp 



0h nr 

dr / dr' kn{T-T')x{T)x{T') 
"'0 



2sinh(^fia;„/2) 

Hierbei haben wir die Fourierentwicklung des Kerns Kn{s) (siehe GL (|2.691 [^TT]) ) aufgespahen in 



(2.72) 



Knis) 



E 



E 



J2 S{s-j/3h)-K{s) 



(2.73) 



Im Intervall [0, f3h] tragt nur der j = 0-Term in der Summe der (5-Funktionen bei und hebt genau den letzten 
Term von Gl. (I2.67|) . also den "Potential" -Term der Wechselwirkung zwischen System und Umgebung, weg 
(Achtung: wegen des Integrationsbereiches tragt nur die Hiilfte der i5-Funktion bei !) Man kann zeigen, dass 
der reduzierte Kern k„{s) keinen lokalen (d.h. Ein-Zeiten-) Beitrag mehr enthiilt. 
Das voile Einfluss-Funktional ist also 



(2.74) 




mit 



k{s) = V 4 E ^ 



dio 



+ 00 



5Z ,,2 I 



(2.75) 



In der zweiten Zeile wurde hierbei die Definition (|2.56p der Spektraldichte der Umgebungs-Oszillatoren verwen- 
det. Da der Diimpfungs-Kern iiber Gl. (|2.57p ebenfalls durch die Spektraldichte bestimmt ist, kann man den 
Integranden in Gl. (|2.75l) auch durch die Laplace- Transformierte von 7(t) 



7(z) := / dt^{t)e- 



2 r°° , j(uj) z 

dbJ — 



ausdriicken: 



-t-C30 



1 — — 00 



(2.76) 



(2.77) 
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Die Laplace- Transformation der Drude-Dampfung (|2.59p ist 

7°™'''=(^) = 7^^, (2.78) 

was sich auf 7*-"''"(z) = 7 fiir reine ohmsche Dampfung reduziert. 

Wie beim Polaron hat sich also ergeben, dass der Einfluss der Umgebung auf das System dadurch beriicksich- 
tigt werden kann, dass ein nichtlokaler (Zwei-Zeiten-) Term zu der urspriinglichen Wirkung hinzugefiigt wird. 
Die Eigenschaften der unendlich vielen Oszillatoren der Umgebung konnen durch einfache Ansatze modelliert 
werden. 



Ein Beispiel : der gedampfte Oszillator 

Wenn sich das Teilchen in einem harmonischen Potential 

V(x) = ^mulx^ (2.79) 

bewegt, dann konnen alle restlichen Schritte analytisch ausgefiihrt werden. Die Zustandssumme des ungedampf- 
ten harmonischen Oszillators ist durch Gl. (j2.6p gegeben, oder in der Produktdarstellung von Gl. (|1.72p 



^h.O. 



,00 2 



Wenn wir beim gedampften harmonischen Oszillator die Fluktuationen ebenfalls in eine Fourierreihe entwickeln, 
konnen wir das Pfadintegral (|2.64p mit dem Einfluss-Funktional (|2.74l) ausfiihren und erhalten ein durch die 
Dampfung modifiziertes Resultat 

^ged.h.O. = ^ TT 'i}L_ . (2.81) 

Welche Information steckt in Gl. (|2.8ip ? Zuerst konnen wir die freie Energie (|2.2p bei inverser Temperatur /3 

F^^^'^-''- = iln(/3;i..o) + ^"rinfl + ^ + 4') (2.82) 



bestimmen. Im Limes /3 — ^ 00 wird daraus die Grundzustands-Energie des gedampften harmonischen Oszillators 

27r Jo V V ) 

well der Abstand zwischen den Matsubara-Frequenzen gegen Null geht und die Summe durch ein Integral 
ersetzt werden kann. Sowohl die Zustandssumme als auch die Grundzustands-Energie konnen fiir eine ohm- 
sche Dampfung mit Drude-Regularisierung geschlossen analytisch dargestellt werden {Weiss}. Es ist jedoch 
instruktiv, die Ergebnisse fiir schwache Dampfung zu untersuchen: 

° 2^ Jo \ ) 27r Jo v^+ujI 

= ifi-o + :r^ r du^^^. (2.84) 
2 27rm Jq u)\bj ^ uj^) 



Mit der Spektraldichte (|2.59p erhalt man 

' +0(7') , (2.85) 
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was mit der zweiten Ordnung Storungstheorie fur den Wechselwirkungsterm (|2.48|) iibereinstimnit. Man 
beachte, dass Gl. ()2.85p divergiert, wenn man die Abschneide-Frequenz ojd gegen unendlich gehen lasst. 
Die Ankopplung an die Freiheitsgrade der Umgebung fiihrt also zu einer Energieverschiebung, ahnlich wie 
beim Polaron-Problem oder bei der Wechselwirkung von Atomen mit dem Strahlungsfeld ( "Lamb shift" ) . Die 
Ahnlichkeit mit dem letzteren System ist jedoch weitgehender, weil die angeregten Zustande des harmonischen 
Oszillators durch die Dampfung jetzt eine endliche Lebensdauer bekommen. Diese kann man z. B. aus der 
Zustandsdichte des gedampften Systems bestimmen 

/•oo -1 pc—ioo 

Z{(3) =: / dEp{E)e'^'' p{E) = — / d/? Z(/3) e^^ . (2.86) 

Bel der inversen Laplace- Transformation hat man die Konstante c so zu wahlen, dass der Integrationsweg 
rechts von alien Polen des Integranden liegt. Die Rechnungen zeigen, dass anstelle der Summe von i5- 
Funktionen des ungedampften harmonischen Oszillators, die Zustandsdichte des gedampften Oszillators aus 
einer (5-Funktion fiir den Grundzustand und (bei kleiner Dampfung) aus einer Reihe von Spitzen besteht, die 
leicht von den Anregungsenergien des reinen harmonischen Oszillators verschoben sind, mit grosserer Energie 
immer breiter werden und schliesslich nicht mehr aufzulosen sind. Das ist in qualitativer und quantitativer 
Ubereinstimmung mit Fermis "Goldener Regel" , nach der die Breite des n-ten Niveaus durch 

27r ^ I 2 
r„ = 2_, + I'^-J'^^J I"' ^(wo-t^j) (2.87) 

gegeben ist. Dabei haben wir beriicksichtigt, dass die Dipol- Wechselwirkung (|2.48p nur benachbarte Zustande 
verbinden kann und die Umgebung keine Energie abgeben, sondern nur aufnehmen kann. Mit Hilfe des Ma- 
trixelementes 

(n + l,l,|c,ga;,|n,0) = — n^'"^ (2.88) 

findet man 

r„ - ^ J(c^o) ^7, (2.89) 

was fiir ohmsche Dampfung besonders einfach ist. Wie erwartet, nimmt also die Breite mit zunehmender 
Dampfung 7 und Niveau-Anzahl n tax. 

Dies ist auch bei der sog. Strukturfunktion 

S{q,v) = 5{v - {E-a - Efi)) \<n |e*«-"| 0>f (2.90) 

n 

zu sehen, die in inelastischer Elektronen- oder Neutronenstreuung von einem gebundenen System (beispielsweise 
einem Proton, einem Kern oder einer Quantenfliissigkeit) gemessen wird. Das Projektil iibertragt in diesem 
(inklusiven) Prozess Impuls q und Energie v an das Target, das angeregt wird, dessen Endzustande aber nicht 
beobachtet werden. Daher muss man iiber alle Endzustande | n > summieren. 

Man kann den Formalismus, der fiir die dissipative Quantensysteme benutzt wurde, auch auf diesen Prozess 
anwenden [30j. Da es sich jedoch um einen Streuprozess handelt, der in wirklicher (und nicht imaginarer) 
Zeit ablauft, ist eine analytische Fortsetzung des Temperatur-Ergebnisses erforderlich. Abb. [12] zeigt das 
Ergebnis einer Rechnung fiir zwei verschiedene Impulsiibertrage und mehrere Werte des ohmschen Dampfungs- 
Parameters 7. Diese Dampfung simuliert die Ankopplung an kompliziertere Zustande, etwa das Kontinuum, in 
das Bestandteile des Targets herausgeschleudert werden oder die Umwandlung der getroffenen Quarks innerhalb 
des Protons in beobachtbare Hadronen. Wie man sieht, verschmelzen bei grossem Impulsiibertrag die einzelnen 
Anregungslinien zu einer kontinuierlichen Kurve, der "quasielastischen Spitze", die bei ~ /{2m) ihr Max- 
imum hat und deren Breite die Impulsverteilung des gebundenen Teilchens widerspiegelt. Da man von einem 
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konsistenten Hamilton-Operator von System + Umgebung ausgeht, treten keine unphysikalischen Anregungen 
mit v < auf: die einzelnen verbreiterten Linien sind deshalb keine exakten Lorentz- oder Breit-Wigner- 
Kurven, die sich auch zu negativen Anregungsenergien erstrecken wiirden. Daher ist auch die Summenregel, 
die man durch Integration iiber v aus Gl. (|2.90l) bekommt 

diyS{q,iy)= ^ | g-^^'* ^ | n | e'''* | 0^ = ( | ) = 1 (2.91) 

n 

exakt erhalten. Sie beruht auf der VoUstandigkeit aller Target-Zustande und ist unabhangig von der speziellen 
Form des Hamilton-Operators und seiner Eigenzustande. Durch die Ankopplung an andere Freiheitsgrade wird 
das Spektrum daher zwar verschoben und verandert, die Gesamtstarke bleibt jedoch erhalten. 





Abb. 12 : Strukturfunktion des gedampftcn harmonischen Oszillators fiir verschiedene Impulsiiber- 

tragc q und ohmschc Dampfungsparameter 7 |30] . Die Oszillatorfrcquenz des ungcdampften 
Systems ist mit ujo bezeichnet, bo = (mwo)"^/^ ist die Oszillatorlange und dient als 
Langeneinheit. 
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2.4 Teilchenzahl-Darstellung und Pfadintegraleiiber kohiirente Zustiinde 

Wahrend im ersten Kapitel dieses Tails die Teilchen sich in einem ausseren Potential bewegten, betrachten wir 
nun cin genuines Vielteilchen-Problem: ein nicht-relativistisches System von N identischen Teilchen, die iiber 
Zwcikorper-Krafte miteinander wechselwirken: 

TV .2 ^ -2 1 

i—l i<j i—1 i^j 

Bei Systemen von identischen Teilchen hat man bekanntlich die Forderung der Symmetrie der Wellenfunktion 
fiir Bosonen (Teilchen mit ganzzahligem Spin) oder Antisymmetrie fiir Fermionen (Teilchen mit halbzahligem 
Spin) zusatzlich zu fordern: 

T / N > T / X > I +1 '■ Bosonen ,„ 

= C*(-J-«-), C={ , . • (2-93) 

1—1 : J^crmionen 

In der iiblichen Formulierung der Quantenmechanik ist es lastig oder auch oft sehr schwierig, diese Symme- 
trieforderung in jedem Stadium der Rechnung zu befolgen. Es ist viel giinstiger, einen Formalismus zu haben, der 
diese Forderung automatisch beinhaltet; dies ist der Fall fiir die Teilchenzahl-Darstellung (auch falschlicher- 
und verwirrender-weise "2. Quantisierung" genannt), die bereits vom harmonischen Oszillator bekannt ist. 
Anstatt den Zustand des Systems durch eine Wellenfunktion ^, die von den Koordinaten oder Impulsen der 
Teilchen abhangt, zu beschreiben, sagt man, wieviele Teilchen sich in einem bestimmten Zustand | a > einer 
gewahlten, voUstandigen Basis befinden. Man definiert dann Vernichtungs- und Erzeugungs-Operatoren , 
bzw. ajj , die ein Teilchen im Zustand | a > vernichten, bzw. erzeugen. Das "Vakuum" | > ist derjenige 
Zustand tiefster Energie, in dem sich keine Teilchen befinden: 

a„|0 Va. (2.94) 

Ein Einteilchen-Operator, wie etwa die kinetische Energie, besitzt dann die Darstellung 

N 

T = ^ ^<a|f |/3> ala^ (2.95) 

1=1 a, 13 

und ein Zweiteilchen- Operator, wie etwa die potentielle Energie 

1 ^ 1 

y = ^T.V^j —> 2 ^ <aP\V\j6> aialasa^. (2.96) 

Man beachte die verschiedene Reihenfolge der Indizes im Zwciteilchen-Matrixelement und in den Vernichtungs- 
Operatoren. Es ist bemerkenswert, dass die Operatoren in der Teilchenzahl-Darstellung keine Information iiber 
die Teilchenzahl selber enthalten - die Summationen sind unbeschrankt und laufen iiber alle Quantenzahlen der 
Basis, nicht iiber die Anzahl der Teilchen ! Das liegt daran, dass die Operatoren im Fock-Raum wirken, der 
eine direkte Summe aller Hilbert-Raume mit Teilchenzahl 0, 1, 2 ... ist. Im jeweiligen Unterraum Hn haben 
sie dann dieselben Matrixelemente, wie die Operatoren, von denen wir ausgegangen sind. Da sowohl in der 
kinetischen wie in der potentiellen Energie immer Paare von a auftreten (siehe Gl. (|2.951 I^T^S]) '). bleibt die 
Teilchenzahl erhalten und die Dynamik des Systems fiihrt niemals aus dem gewahlten Hilbert-Raum heraus. 
Im Gegensatz dazu stehen im Polaron-Hamiltonoperator (|2.2ip einzelne 's und a 's : die Phonon-Zahl ist 
nicht erhalten. Dies ist das typisches Merkmal einer Feldtheorie. 

Die Teilchenzahl-Darstellung ist deshalb so vorteilhaft, well die Symmetrieforderung automatisch in die 
Vertauschungs-Relationen eingebaut ist: 
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(2.97) 



d.h. bei Bosonen hat man Kommutatoren und bei Fermionen Anti-Kommutatoren zu verwenden. Letzere 
verwirklichen das Pauli-Prinzip auf folgende Weise: 

«l'|o>= -«l'|o> = 0, 



was bedeutet, dass zwei Fermionen nicht in demselben Zustand sein konnen. 
Die Basis von Einteilchen-Zustanden muss orthonormal und vollstandig sein 

<a\l3>=Sai3, ^|a><a| = i, 



(2.98) 



(2.' 



ist ansonsten aber beliebig. Fiir ein Elektron konnte man beispielsweise die Zustande des 3-dimensionalen 
harmonischen Oszillators verwenden, die durch n = Haupt-Quantenzahl, I = Bahn-Drehimpuls, j — Gesamt- 
Drehimpuls, mj = magnetische Quantenzahl charakterisiert sind. Fiir Nukleonen kame der Isospin hinzu, fiir 
Quarks die Farbe usw. Der Ubergang in eine andere Basis, z. B. die Ortsbasis, wird durch 



< r\a > an 



usw. 



(2.100) 



voUzogen. Die Feld-Operatoren 0(r), 0''' (r) vernichten, bzw. erzeugen ein Teilchen (mit den iibrigen Quan- 
tenzahlen, die hier nicht exphzit ausgeschrieben sind) am Ort r . Man findet leicht, dass sie die Vertauschungs- 
Relationen 



<^(r),0t(i.') =^ ,5(r-r') 



-C 



besitzen. Fiir ein lokales Potential Vij ~ V{xi — xj) lautet der Hamihon- Operator dann 



H 



2m 



(r) + - / 0^ (r) 0^ (r') V{r~ r') 0(r') <t){r) 



(2.101) 



(2.102) 



Wenn man H — J cfir7i{r) schreibt, dann ahneh die Form der Hamihon-Dichte H sehr stark derjenigen der 
0^-Feldtheorie, nur dass die Wechselwirkung hier nichtlokal ist: die Felder werden nicht alle am selben Ort 
genommen, was bei einer nicht-relativistischen Theorie mit einem instantanen Potential auch nicht notwendig 
ist. 

Wegen der grossen Bedeutung der Teilchenzahl-Darstellung ist es vorteilhaft, bei der Ableitung des Pfad- 
integrals0 nun eine Basis zu wahlen, in der die Zustande nicht, wie bisher, Eigenzustande des Ortsoperators, 
sondern des Vernichtungs-Opcrators sind. Dies sind die koharenten Zustande, die auch in der Quanten-Optik 
von grosser Bedeutung sind (Glauber 1963). Die Darstellung wird auch "holomorphe" oder "Bargmann"- 
Darstellung genannt. Im Folgenden werden ganz kurz einige Eigenschaften fiir den Fall eines Teilchens im 
harmonischen Potential 

1" 



H 



P 
2m 



1 



2-2 



hjj I a) a + 



\ t: (a' + a) , p = i\ — - — a' — a 



= 1 



(2.103) 



(2.104) 



^^Aus Bcquemlichkeit werden wir weiterhin von Pfad-Integralen reden, obwohl die anschaulichc Interpretation als "Summe 
iiber alle Pfade" nicht mehr gilt. Die Bezeichnung "Funktional-Integral" ist allgemeiner, aber weniger ptiysikalisch. 
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zusammengestellt: 



a) Definition: koharente Zustande sind Eigenzustande des Vernichtungs-Operators 



a \ z > ~ z \ z > , z komplex . 



(2.105) 



Der Eigenwert ist notwendigerweise komplex, da a nicht hermitesch ist. 
b) Explizite Darstellung: 



z > — exp (za^) I > = | n > 



(2.106) 



wobei I n >— (a^)" | > /Vn\ der normierte Eigenzustand des Hamilton-Operators (|2.103l) ist. 

c) Koharente Zustande sind Zustande minimaler Unscharfe (Ubungsaufgabe[T2|), d.h. besonders "klassisch" . 

d) Uberlapp: 



< Z2 \ zi > = exp ( Z2Z1 ) , 
d.h. koharente Zustande sind nicht orthogonal, 
e) Darstellung des Einheits-Operators: 



(2.107) 



i = / dz*dz \z >< z\ e 

2TTi 



(2.108) 



Beweis : Uiiter Vcrwcndung von Polar-Kooidinatcn fiir die komplcxc Variable z crhalt man (die Jacobi-Dctcrminantc ist 2i ) 

/ dz'dz I z >< z I e^'^' = — / d(Kc z) d(lm z) —= | m >< n | e^'^' 

2tti J IT J Vn! ni! 

^0 6"'"*+™* 



1 I m >< n I 

y -^=^= — I ar re r j 

V n! m! Jo •/ o 



= E 



I n >< II I 



i: 



2 / drr 





= ^|n><«| = i. 



(2.109a) 



Wegen dieser Eigenschaften nennt man die koharenten Zustande auch "iibervollstandig" : jeder Zustand 
im Fock-Raum liisst sich darstellen, aber die Basis- Vektoren sind linear abhangig: 

I V > = / e-l"l' i^{z*) \z> , mit i^{z*) =<z\^p> . (2.110) 

J 27rz 

f) Wirkung von a und a^: 

a =7^, a^=z*, (2.111) 

da < 2; \a\ i) >=< |exp(z*a)d| ip >= d^p{z*)ldz* und < z \a)\ ip >= (a | 2: >)^ | ^ >= z*il){z*). Die 
Schrodinger-Gleichung fiir einen Hamilton- Operator H (a^,a) lautet daher in der holomorphen Darstel- 
lung H {z* ,d/dz*) ^p{z*) — E^{z*) . Tatsachlich ist Gl. (|2.11ip eine explizite Darstellung der bosonischen 
Vertauschungs-Relation. 



^"Man kann sich leicht iiberzeugen, dass der Erzeugungs-Opcrator at keine Eigenzustande bcsitzt, da cr die minimalc Tcilchenzahl 
um eins crhoht. 
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g) Matrixelemente von Operatoren: Diese sind besonders einfach, wenn die Operatoren normalgeordnet 
sind, d.h., wenn alle Vernichtungs-Operatoren a rechts von den Erzeugungs-Operatoren stehen. Sei 
A (a^,a) ein solcher Operator. Aus der Definition (|2.105|) folgt dann sofort 

<z\A{a\a) |z'>= A{z*,z') < z \ z' > ^ A{z*,z') e''''' . (2.112) 

Fiir die Spur des Operators erhalten wir durch Einschieben des Einheits-Operators (|2.108p 

dz*dz 



SpA = < n 1^1 n > = 

n n 

dz*dz 



2TTi 



< n \ z X z\A\n > e 



2TTi 



<z 



nXn \ z> e 



ZTTi 



(2.113) 



Der Ubergang zu Mehrteilchen-Systemen ist fiir Bosonen einfach (Fermionen werden im nachsten Kapitel 
behandelt): man muss einfach den komplexen Eigenwert z durch einen Satz von komplexen Zahlen Za ersetzen: 
z — > Za , wobei a den besetzten Einteilchen-Zustand bezeichnet, und iiber die Zustande summieren. Der 
bosonische koharente Zustand ist also durch 



(2.114) 



definiert, wobei wir hier und im Folgenden den Zustand immer pauschal durch z = {za} charakterisieren 
werden. Der Einheits-Operator im bosonischen Fock-Raum wird durch 

dz^dza ^-J2a\^a\^ 




1 = 



n 



2ni 



z X z 



(2.115) 



dargestellt und alle iibrigen Relationen werden entsprechend umgeschrieben. Es ist klar, dass die bosonischen 
koharenten Zustande keine feste Teilchenzahl besitzen, da sie eine Uberlagerung von Zustanden aus ver- 
schiedenen Hilbert-Raumen sind. Tatsachlich findet man fiir die mittlere Teilchenzahl 

<z|iV|z> ^^<z|4aa|z> 



N = 



< z z > 



< z\z > 



aber fiir das Schwankungsquadrat 



< z \ z > 



- = J2\za\' = N. 



(2.116) 



(2.117) 



Nur im thermodynamischen Grenzfall, in dem iV — > cx) geht, sinkt die relative Schwankung AN/N — 1/Vn 
auf Null; die koharenten Zustande sind dann scharf um die mittlere Teilchenzahl konzentriert. 

Nach diesen Praliminarien konnen wir nun daran gehen, die Pfadintegral-Darstellung des Zeitentwicklungs- 
Operators 

U{tf,U) = cxp(^~^H{tf-U)j (2.118) 

fiir ein bosonisches Mehrteilchen-System in der koharenten Basis abzuleiten. Wie im Einteilchen-Fall erreichen 
wir dies, indem wir die ZeitdifFerenz tf — ti in M Teilintervalle der Lange e unterteilen und an Af — 1 Stellen 
die Darstellung p.ll5|) einschieben. Dann erhalten wir 



<Zf\U{tf,ti) \zi> = U {z*j:,tf; Zi,U) = Jrni TV 



'' \fc=l a I 



M-1 



• exp 



EE 

fc=l a 



Za,k\ 



M 

n 

k=l 



Zk 



Zk-1 



(2.119) 
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Hierbei ist zq = Zi,ZM = Zf und M ein Normierungsfaktor, um den wir uns nicht zu kiinimern brauchen. 
Den letzten Faktor in Gl. ()2.119p cntwickeln wir fiir kleine Zeitschritte e und schreiben ihn dann wieder als 
Exponentialfunktion 



Zk e 



-inH/h 



Zk-l 



< Zk I Zk-l > -— < Zk \H\ Zk-l > +0(6^) 



< Zk I Zk-l > exp 



ie < Zk \H\ Zk-l > 
h < Zk \ Zk-l > 



(2.120) 



Wir nehmen an, dass der Hamilton-Operator normalgeordnet ist, wie beispielsweise in Gl. (|2.102l) . Unter 
Verwendung der Gleichungen (|2.1071 12.1121) erhalten wir dann 



/M-l 



M-1 



U {z*j:,tf; Zi,ti) 



aI'^oo-^ / n U^zlk dz^,k exp - ^ ^ 

fc=l a / \ k=l a 

^a,kZa,k-~l - jH(zl,Zk-l) 



Za,k 



■ exp 



L fe=l \ a 

Wir gehen nun zu einer kontinuierlichen (und natiirlich mehr symbolischen) Schreibweise iiber: 

{ Za,l, Za,2, ■ ■ ■ Za.M } > Za{t) 

und ^ 

Za.k ^ ^ ^ ^ ^^"(^-^ 

H{zlzk-i) H{z*{t),z{t)) . 

Fiir geschwindigkeitsabhangige Wechselwirkungen muss die letzte Gleichung wie im Einteilchen-Fall entsprech- 
end modifiziert werden. In der kontinuierlichen Schreibweise geht das Argument aller Exponential-Funktionen 
in Gl. (|2.12ip iiber in 

M-l 



(2.121) 

(2.122) 

(2.123) 
(2.124) 



M Za,M-l 



H{z*M,ZM-l) 



H 



E 

k=l 



*^E^"v 



H{zl,Zk-i) 



^z;(i/)z„(t/) + ^ 



dt 



dZa{t) 

dt 



^H{z*{t),z{t)) 



Y^zl{tf)z^{ts)+'- / diL(z*(t),z(t)) EE ^z:(i/)z„(t/) + l5[z*(i),z(i)]- (2.125) 



Hier ist L = ihd/dt — H der Lagrange-Operator der Schrodinger-Theorie I I und S die entsprechende klassische 
Wirkung. Wenn wir den Index a fiir die Moden weglassen, bzw. z{t) = {za{t)} als Spaltenvektor, z = {z^{t)} 
als Zeilenvektor betrachten, dann lautet die Pfadintegral-Darstellung fiir den Zeitentwicklungs-Operator in der 
koharenten Basis also 



U {zf,tf]Zi,ti) 



z(ti)=Zi 



Vz{t) Vz{t) exp ( z{tf)z{tf) + -S[z{t),z{t)\ 



(2.126) 



Der Term z{tf)z{tf) im ersten Exponenten ist ein "Uberbleibsel" vom Zusammenfassen der einzelnen Terme 
zur Ableitung in Gl. (|2.123p . Hatten wir 



'^a.k+l + ^a,k 



Za,k 



) ^a(i) 



(2.127) 



^'^Eine genauere Ableitung findet man in 1311 . 

"■^Formcll ist die Schrodinger-Gleichung die Euler-Lagrange-Gleicliung zur Wirkung S[i>*,i>] = f dtip* (^ih-S^ - ip. Der 
Integrand liann dalier als Lagrange-Operator bczcichnct werden. 
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zusammengefasst, dann ware ziZq — )> z{ti)z[ti) iibriggeblieben. Beide Resultate entsprechen demselben 
diskreten Ausdruck und sind daher aquivalent. Wenn man einen Ausdruck haben mochte, der symmetrisch 
in Anfangs- und End-Zeit ist, kann man die beiden auch mitteln. 

Wir konnen jetzt die Pfadintegral-Darstellung der bosonischen Zustandssumme angeben. Mit Hilfe der Gl. 
(|2.113p (das "Uberbleibsel" wird weggehoben !) und nach Ubergang zur euklidischen Zeit erhalten wir 




(2.128) 



wobei die euklidische Wirkung durch 



Se[z{t),z{t)] = 



dr 



-z{r) 



dz{T) 
dr 



H{z{t),z{t)) 



(2.129) 



gegeben ist. 

Was wir analytisch behandeln konnen, sind Systeme, in denen sich die Teilchen unabangig in einem ausseren 
oder mittleren Potential bewegen: in diesem Fall ist der Hamilton- Funktion (und damit die Wirkung) quadratisch 
in den Variablen z{t), z{t). Wir benotigen dann komplexe multidimensionale gaufische Integrale mit hermite- 
schen Matrizen - also eine Erweiterung unseres bisherigen Handwerks-Kastens .... Tatsachlich findet man fiir 
das komplexe gaufische Integral mit einer hermiteschen und positiv definiten n x n Matrix H 



(2.130) 




wobei liber Real- und Imaginarteil des komplexen Vektors 

, — {Zi,Z2 ■ ■ ■ 2:^) , Zj = Xj + i Hj 



(2.131) 



integriert wird. Dieses Ergebnis ist sehr einleuchtend: wenn man sowohl iiber die Real- und Imaginarteile des 
komplexen Vektors z integriert, erhalt man das Quadrat des analogen reell-symmetrischen gauBschen Integrals 



Vertiefung 17: GaulSsches komplexes Integral fiir hermitische Matrizen 
Wie in Gl. I l2.109at schreibt man das Integral l |2. 130l > auch als 



G2T^(H) - 



j Z Z* J2n CXp ^ 



(2.132a) 
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wobei man z, z* als unabhangigc (rccllc) Variable bchandclt. Wcgcn x — (z + z*)/2 , y — (z — z*)/{2i) ist die dazugchorigc Jacobi- 
Determinante 



J2n — dct2r( 



= det2Ti 



1/2 1/2 
l/(2i) -1/(2j) 



In dcr Ictztcn Zcilc habcn wir die Idcntitat (sichc z. B. http:/ /de.wikipedia.org/wiki/Determinante^ 



dct2 



fiir Block-Matrizcn vcrwcndct {A muss invcrticrbar scin, was hicr fur die Diagonal-Matrizcn trivial crfiillt ist). 
Das Integral ist reell und positiv, da M hermitesch ist ( H*j — Hji ) 



z- Hi 



- [z* Hij Zj)* — z* {HijY Zi — z* Hji Zi 

Fiir die Konvergenz des Integrals miisscn wir aber zusatzlich fordern, dass M positiv definit ist, d. h. 

Zi Hij Zj > , for all z ^ C . 



(2.132b) 



(2.132c) 



(2.132d) 



(2.132e) 



Das kann man Icieht dadurch erreichen, dass man nicht M, sondcrn M — E'o 1 betrachtet, wobei Eq der niedrigstc Eigenwert (die 
Grundzustands-Encrgic) ist. 

In vielcn Lehrbiichcrn wird die Bcrcchnung dieses komplexen gauBschen Integrals analog zu dem reellen, symmetrischen Fall durchgefiihrt: 
man bcnutzt die Tatsache, dass cine hcrmitcsche Matrix durch eine unitare Transformation diagonalisiert werdcn kann: 



und fiihrt dann 



z^ :— Uij Zj 

ein. Das komplexe gauBsche Integral ( 12.132a| > wird dann 



H ^ DU , mit U^U ^ I und D ^ (Ai . . . A„ ) , A.; > 

z^ - ft/^.. r' . 



G2n (M) — ( 2 ) / ^' '^^ (^^'^ D z'^ — j d^x' d^y' Jjj cxp — y ^ Aj (^^T ^ ^^^) 



wobei die Jacobi-Determinante 

I az'- az'.' 
Ju = det2„ gA ozt 



det2 



( ^0 ) " det„ [/t ■ det„ = det„ C/+ • det„ C/ = det„ (c^^C^) 



(2.132f) 
(2.132g) 

(2.132h) 
(2.132i) 



ist. Die verbleibenden Integrationen iiber x',y' sind dann trivial und man erhalt 



G2„(H) 



n 



n 



det„ H 



(2.132j) 



also das Ergcbnis Il2.130t . 

AUerdings ist ein "Wurm" in dieser Herleitung: die unitare Transformation ]2.132g[ verlegt die Integrations- Wcge in die komplexe Ebene 
und es ist nicht ofFcnsichtlich, ob und wie man sie fiir die Koordinaten x'^,y^ wieder zur reellen Achse zuriickfiihren kann (schon fiir den 
1-dimensionalen Fresncl-Fall ( ll.24at crfordcrt dies einigen Aufwand). 
Wir werden daher das Integral i2.130t durch reelle Mcthodcn auswcrtcn. Wenn wir 



setzen, dann gilt 



wobe 



z'm fz = (x' 



. + iB) (x + iy) =: (x^,y^) 



einc symmetrische 2n X 2n Matrix ist. Wir konncn daher das Rcsultat J1.88t iibernchmcn und crhaltcn 

G2„(H) = 



\/ dct2 



(2.132k) 
(2.1321) 
(2.132m) 

(2.132n) 



Es blcibt nur noch die Aufgabe, die Determinante von H zu bcrcchncn. Auf Grund der Block-Form i2. 132mt ist dies mit Hilfe dcr Bczichung 
Il2.132ct leicht mbglich und wir crhaltcn 



dct2„ 



det2 



(2.132o) 



Dies kann man auf die Determinante der urspriinglichcn hcrmitcsclien Matrix H zuriickfiihren. Da dicsc Determinante rccll und positiv ist 
(wic die Eigcnwerte von H nach Annahmc) crhaltcn wir 



dct„ 



dct„A-dot„ (^H-iA , dct„ 



dct„ 



dct„ A ■ dct^ 



(dct„ 



= det„ H • dct„ H = (dct„ A) • det„ ( 1 + 



;^i - lA" 

= det2 



(2.132p) 



Da das Integral rccll und positiv ist ist, miissen wir die positive Wurzel nehmen und erhalten dasselbe Resultat ( |2.132j[ t wie vorher (mit 
den etwas zwcifclhaftcn Mcthodcn). 
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2.5 Beschreibung von Fermionen : Grafimann- Variable 

Wenn wir Fermionen mit ihren Anti-Kommutationsregeln durch koharente Zustande beschreiben wollen, die 
Eigenzustande des Vernichtungs-Operators sind 



> 



S > 



(2.133) 



dann sehen wir, dass die Eigenwerte keine gewohnlichen Zahlen sein konnen: 

{cLaap + apaa) \ s >= erfordert, dass die Eigenwerte i;,, antikommutierende Grossen sind. Algebren von 
antikommutierenden Zahlen werden Grafimann- Algebren benannt und sind durch einen Satz von Generatoren 
definiert, die 




(2.134) 



erfiillen (im Folgenden werden grafimann- wertige Grossen immer durch die blau-griinc Farbe gekennzeichnet) . 
Bei einer geraden Anzahl von Generatoren m = 2n kann man cine Konjugation (manchmal auch eine Involution 
genannt) definieren: man wahlt einen Satz von n Generatoren und zu jedem Generator 4,, assoziiert man einen 
Generator, den wir mit i,, bezeichnen. Wenn A eine komplexe Zahl ist, dann hat man 



(ACa) = A*ea, 



(2.135) 



und fiir ein Produkt von Generatoren 



(2.136) 



Wie fiir gewohnliche komplexe Funktionen kann man eine (nach rechts wirkende) Ableitung fiir Funktionen 
von Grassmann-Variablen definieren. Sie ist genauso definiert wie bei gewohnlichen Funktionen, mit dem 
Unterschied, dass die Variable i;,, in der betreffenden Funktion solange antikommutiert werden muss, bis sie 
vor dem Differential- Operator steht. Zum Beispiel 



d 



d 



( — C/3 £.a ) — — Ca • 



Etwas ungewohnlicher ist die Integration iiber Grafimann- Variable: Berezin hat gezeigt {Berezin}, dass 



J d^a 1 


= 0, 


J d^c. Co. = 1 


J rfCa 1 


= 0, 


J dU U = 1 



(2.137) 
(2.138) 



zu einer konsistenten Beschreibung fiihrt. Diese Integration verhalt sich eigentlich mchr wie eine Differentation 
- die Potenz einer Variablen im Integranden wird um eins verringert. 

Fiir unsere Zwecke ist es ausreichend, diese Definitionen als eine geschickte Konstruktion zu betrachten, 
um die diversen Minus-Zeichen, die mit der Anti-Symmetrie von fermionischen Systemen verbunden sind, zu 
erhalten, ohne zu viel physikalische Anschauung damit verbinden zu wollen. Da in der bisherigen Behandlung 
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der Pfadintegrale die gaufischen Integrale so wichtig waren, ist es naheliegend, das entsprechende gaufische 
Grafimann-Intcgral zu berechnen. Wir wollen dies zuerst fiir den Fall n = 1, d.h. fiir zwei Generatoren der 
Grafimann- Algebra, durchfiihren: weil das Quadrat einer Grafimann-Variablen verschwindet, bricht die Ex- 
ponential-Reihe fiir den gaufischen Integranden nach dem zweiten Glied ab und nach Anti-Kommutation und 
Anwendung der Integrationsregeln (|2.137[ 12.138^ findet man 



y exp ( -A ) = J di d' {1- Xf = X J d^d^^^ = X. 



(2.139) 



Dieses gaufische Grassmann-Integral kann leicht auf eine beliebige gerade Anzahl von Grafimann- Generatoren 
und fiir eine hermitesche Matrix IHI verallgemeinert werden: 




(2.140) 



Vertiefung 18: GauBsches Grafimann-Integral 

Der Beweis von Gl. l |2. 140[t ist cinfach, da wir kcinc Randbcdingungcn zu bcriicksichtigcn zu habcn: wir diagonalisioron M durch cine 
unitare Matrix, so dass 

U^mU ^ diag (Ai,...A„) . {2.141a) 

Integrale iiber G r ai3m an n- Variable werden bei einer linearen Transformation der Variablen mit dem Inversen dcs Betrags der Jacobi- 
Dctcrminanten multipliziert. Das sieht man bereits in Gl. i2. 139l >, wcnn man ^ — ^'/VA, £ — ^' /y/X setzt: die Jacobi-Determinante 
ist 

abcr das Integral hat den Wert 

X ^ J rff d^' C exp ( -f ^' ) - C ^ C - A = . (2.141c) 

Da die Jacobi-Dctcrminante jedoch im vorlicgcnden Fall cins ist, erhalt man 



= / (fld^'cdC [l-fc^oiL] j = n = dctH. (2.141d) 



In den meisten Anwendungen ist das gaufische Integral (I2.140p das einzige Ergebnis der Integration iiber 
Grafimann- Variable, das benotigt wird. Uberspitzt kann man sogar sagen: Grafimann- Variable werden im 
allgemeinen nur eingefiihrt, um sie so schnell wie moglich wieder auszuintegrieren ... 

Der Vergleich mit dem bosonischen Fall in Gl. p.l30p zeigt, dass - abgesehen von den unerheblichen Normie- 
rungskonstanten - fermionische gaufische Integrale gerade das Inverse der bosonischen Integrale ergeben. Be- 
nutzt man detH = exp(Spln]HI) (Ubungsaufgabe I13p . kann man die bosonischen und fermionischen Falle 
durch 



dz dz e 



-zUz 



const • det 



const 



-C Splnj 



(2.142) 
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zusammenfassen, wobei z und z komplexe oder Grafimann-wertige Variable sind, je nachdem, ob bosonische 
oder fermionische Systeme vorliegen. Das unterschiedliche Vorzcichcn im Exponenten von Gl. ()2.142|) fiihrt 
dazu, dass in der Storungstheorie Schleifen, in denen Fermionen umlaufen, ein Minus-Zeichen gegeniibcr solchen 
mit Bosonen erhalten. 



In Analogic zum bosonischen Fall konnen jetzt fermionisclie koharente Zustande durch 




(2.143) 



definiert werden. Es ist vorteilhaft, zu verlangen (d.h. zu definieren), dass die Grafimann-Variablen mit den 
Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren ebenfalls antikommutieren. Dann ist i;,, mJ, grafimann-geradc, d. h. 
es kommutiert mit jedem anderen ajj in der Entwicklung der Exponential-Funktion und man erhalt 



C >= Y[{l-C.al) |0> 



(2.144) 



Die fermionischen koharenten Zustande haben praktisch dieselben Eigenschaften wie die bosonischen koharenten 
Zustande, die im vorigen Kapitel studiert wurden - mit einigen kleinen, aber entscheidenden Unterschieden. 
Beispielsweise ist der Uberlapp 



<^\e>= exp|^x^e,c, j 



und der Einheits-Operator im fermionischen Fock-Raum wird durch 

i = / (^n '^^"^ ^""^{^^ ) ' ^ ^ ' 

dargestellt. Wie im bosonischen Fall ist dann die Spur eines Operators durch 



(2.145) 



(2.146) 



(2.147) 



gegeben. Da die Matrix- Elemente < n \ !; > und < i, \ m > zwischen Zustanden \ n >,\ m > im Fockraum 
und koharenten Zustanden jedoch Grafimann-Zahlen auch linear enthalten (siehe Gl. (|2.144p ). folgt aus den 
Antikommutations-Regeln, dass 



ist. Damit wird Gl. (|2.147p 



SpA = 



<n\^><^\m>^<-i\m><n\i> 
J (^d^ad^c}j exp|^-^i„i„^ <-!,\AY,\n><n\^> 



(2.148) 



(2.149) 



Diese Anderung gegeniiber der bosonischen Form (|2.113p hat zur Folge, dass in der Pfadintegral-Darstellung 
der fermionischen Zustandssumme die Randbedingung 



■ am 



(2.150) 
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lautet, d.h. dass fiir Fermionen nicht periodische, sondern anti-periodische Randbedingungen gelten. 

Man kann jetzt fur bosonische und fermionische Systeme einhcitlich die Pfadintegral-Darstellung der Zu- 
standssumme angeben: 



Z{/3) = 



J Vz{t)Vz{t) expl -^J dr 



-z{r)^ + H{z{T),z{r)) 



z{ph)=Cz{0) 



(2.151) 



Natiirlich ist dieses Pfadintegral mit einem Hamilton- Operator, der infolge der Zweiteilchen-Wechselwirkung 
()2.96|) Terme bis zu zzzz enthalt, kein gaufisches Funktional- Integral mehr und daher nicht mehr exakt 
losbar. Gl. ()2.151|) dient jedoch dazu, eine Storungs-Reihe in Potenzen dieser Terme einheitlich fiir Bosonen 
und Fermionen zu entwickeln. 



2.6 Storungstheorie und Diagramme 



Wir woUen nun die Zustandssumme fiir ein bosonisches oder fermionisches System systematisch berechnen, um 
aus dem mikroskopischen Hamilton-Operator die makroskopischen Eigenschaften abzuleiten bzw. vorherzu- 
sagen. Zur Vereinfachung der Schreibweise benutzen wir Einheiten, in denen ft = 1 ist. Da wir koharente 
Zustande als Basis verwenden wollen, die keine teste Teilchenzahl aufweisen, ist das gross-kanonische En- 
semble die glinstigste Beschreibung. Dabei ist das System in Kontakt mit eincm Teilchen- und einem Warme- 
Bad, und die Wahrscheinlichkeit, es mit Energie E und Teilchenzahl N zu beobachten, ist proportional zu 
exp[—{E — ijlN) /ksT] (das chemische Potential /i kontrollicrt die mittlere Teilchenzahl). Daher werden wir 
die Zustandssumme 



Z 



Sp 



(2.152) 



benutzen, um die makroskopischen thermodynamischen Eigenschaften des Systems zu beschreiben. Aus dem 
thermodynamischen (gross-kanonischen) Potential Vl{ii^V^T) erhalt man wie bei der freien Energie durch 
Differentation nach dem Volumen V bzw. der Temperatur T den Druck bzw. die Entropie und durch Dif- 
ferentation nach dem chemischen Potential die mittlere Teilchenzahl 



AT 9n I 



AUgemein ist der thermodynamische Mittelwert eines Operators O ist durch 



o) = ^Sp 

/ p z 

gegeben. Dies kann durch die entsprechende n-Teilchen-greensche Funktion 

1 



Q{n) ^ 



aiTi 



■ ttriTn a„+ir„+i . . . a2„T2„ 1 



Sp re-'^(^-''^)a(f)(n)...aW(r„) 



(2.153) 



(2.154) 



(2.155) 



ausgedriickt werden, wobei 



(2.156) 
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die Heisenberg-Operatoren in imaginarer Zcit sind und T in imaginarer Zeit ordnet (man beachte, dass da 
und ajj, nicht mehr hermitesch adjungiert sind). 

Die Pfadintegral-Darstellung der gross-kanonischen Zustandssumme ist eine einfache Verallgemeinerung von 

Gl. 



Z = J V{z{t)z{t)) exp. 

z(0)=Cz{O) 



dT 



(2.157) 



weil man den Hamiltonoperator nur durch H — fij^a ^a'^a ersetzen muss. Genauso ist die (2n)-Punkt-Funktion 
durch 



(aiTi . . . a„T„ I Q;„+iT„+i . . . a2nT2r. 

^ I?(z(t)z(t)) Zaj(Ti) . . . Zq,,(t„) Za„_|_j(T„+i) . . . Za2„(T2n) 



dT 



• exp ■ 



z(t) [—-^]z{T)+H{ziT),z{T)) 



(2.158) 



gegeben. 

Da wir die Pfadintegrale nicht exakt ausfiihren konnen, werden wir den Einteilchen-Anteil von H{z, z) 
zusammen mit den anderen quadratischen Termen zusammenfassen und den Vielteilchen-Anteil des Hamilton- 
Operators in eine Taylor-Reihe entwickeln. Dies wird zu Funktional-Integralen iiber gaufische Funktionen mal 
Polynomen fiihren, die man direkt auswerten kann. Diese Storungsreihe werden wir fiir endliche Temper- 
aturen betrachten, da dies etwas einfacher zu handhaben ist als die direkte Behandlung des Systems bei 
Temperatur Null. 

Als Auftakt berechnen wir Zustandssumme und einteilchen-greensche Funktion fiir ein System von nicht- 
wechselwirkenden Teilchen, das durch einen Einteilchen-Hamiltonoperator 



(2.159) 



beschrieben wird. In Gl. (I2.159P haben wir eine Basis gewahlt, in der Hq diagonal ist. Man beachte, dass der 
Fall eines ausseren Potentials ebenso erfasst wird wie der eines mittleren Potentials zwischen den Teilchen. Die 
"freie" Zustandssumme ist 



j Viz{T)z{T)) e^pl- J\tJ2 



Mr)[l~,]^.ir)^ea..ir)z.ir) 



z(f3)=Cz(0) 

const. JJ^ Pet"'' 



^ + fie 

OT 



(2.160) 



Wir berechnen die Determinante wie iiblich als Produkt der Eigenwerte des entsprechenden Operators mit 
den vorgegebenen Randbedingungen. Auf diese Weise erhalt man fiir die Eigenwerte — + iw„ , wobei 
n = 0,±1,±2... und 

Bosonen {( = 1) 
Fermionen {(^ —1) 



2n7r 
(2»+l)7r 



(2.161) 
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die Matsubara-Frequenzen sind. Wie beim harmonischen Oszillator im Kapitel 11.21 verwenden wir die Euler- 
Formel Jli^i [l + x"^ / (n^TT^)^ ~ sinha;/x , urn damit den bekannten Ausdruck 



Zn 



n[ 



l-Ce 



-c 



(2.162) 



zu erhalten. Aus Gl. (|2.153p erhalt man dann N = Yl^ ^a, wobei wobei 



exp[/3(ea-/i]-C 



(2.163) 



die Besetzungs-Wahrscheinlichkeit des Zustandes a ist. 

Obwohl sich die Ausdriicke fiir Bosonen und Fermionen "nur" um einige Vorzeichen unterscheiden, hat dies 
weitreichende physikalische Konsequenzen: beispielsweise kann fiir Bosonen der Ausdruck in eckigen Klammern 
in Gl. (j2.162p fiir /i < verschwinden, aber nicht fiir Fermionen. Dies ist das Phanomen der Bose-Einstein- 
Kondensation, das sich bereits bei nicht- wechselwirkenden Teilchen zeigt T 
Die einteilchen-greensche Funktion berechnen wir ahnhch: 



Go (ar a'r' 



6Mt) 5Jo.-{t') 



- In / V{z z) exp { ~Sa[z, z] + (J, z) + (z, J) } 



(2.164) 



J=J=0 

wobei wir wieder eine kompakte Schreibweise wie in Kapitel 11.71 verwenden. Beispielsweise ist die "freie" 
Wirkung 

So[z,z] ^ J dt z^{t) (^^ + - z^{t) i 



(2.165) 



Quadratische Erganzung im erzeugenden Funktional ergibt 

6^ 



Gq (ar a'T') = 



- In exp <^ J 



d/dt + e-fj. 



1 



(2.166) 



d/dt + Ea — ^J. 

da der zu invertiercnde Operator diagonal in der gewahlten Basis ist. Offensichtlich erfiillt die "freie" einteil- 
chen-greensche Funktion die Gleichung 



und die Randbedingung 



^ ^ + fa - Go {ar \ a'r') = 5aa' S{t - t') 



Go (a/3 I aV) = CGo(aO|aV) 



(2.167) 



(2.168) 



Die Berechnung in der diskretisierten Formulierung ist umstandlicher, hat aber den Vorteil, dass sie ein ein- 
deutiges Resultat fiir gleiche Zeiten t — t' liefert, wahrend dies in der kontinuierlichen (rmd mehr symbolischen) 
Schreibweise nicht der Fall ist. Das explizite Endergebnis ist 



Go (ar I aV) = (5„a' e-("°-^)(^~^') \q(t - t' - 0) (1 C ^a) + C©(^' - t + 0) n„ 



(2.169) 



Aus der einteilchen-greenschen Funktion kann der thermische Erwartungswert jedes Einteilchen- Operators 



A 



a ) a',ao 



(2.170) 



^Siehe, z. B., {Fetter- Walecka}, p. 39 - 44 
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berechnet werden. Und zwar findet man leicht aus Gl. (|2.154p 



A 



A 



(q;t|q;'t') 



(2.171) 



weil die infinitesimal grossere Zeit t' in der greenschen Funktion genau die richtige Reihenfolge der Erzeugungs- 
und Vernichtung-Operatoren ergibt, die in Gl. (|2.170p verlangt wird. 



Beispiel : Mittlere Teilchenzahl und Energie eines freien Fermigases 



Die Basis besteht aus ebenen Wellen exp(ik • x.)/\/V , die auf Fins im Volumen V normiert sind. Aus Gl. 
(|2.169p finden wir fiir C = — 1, limT-'^r+ Go = — und damit 



1 



2E 



exp [/3(fc2/(2TO)-M)] + l 

_fc^ 1 

2^ exp [13 (fc2/(2m) - fJ.)] + 1 



(2.172) 



wobei der Faktor 2 von der Summation iiber die Spins herruhrt. Im kontinuierlichen Grenzfall geht wieder 
in V J d?k/{2TiY iiber. Die Integrale sind besonders einfach fiir T = 0, weil die Besetzungs-Wahrscheinlichkeit 
eine Stufenfunktion bis zum Fermi- Impuls kp wird ( /i = Ep ~ k'p/{2m) ). Wir erhalten dann 



iV 
E 



21/ 47r,3 



< E > 



l3=oo 



(2^) 

2V Air 3kl 3 

— = N -Ep 

(27r)3 3 5 2m 5 ^ 



(2.173) 
(2.174) 



Gl. ()2.173p gibt den Zusammenhang zwischen Dichte N/V und Fcrmi-Impuls, Gl. (|2.174|) denjenigen zwischen 
mittlerer Teilchen-Energie und Fermi-Energie an. 



Wir kehren nun zuriick zu der Frage, wie wir die Zustandssumme fiir ein System berechnen, dessen Hamilton- 
Operator Mehrteilchen-Wechselwirkungen enthalt: 



H = Hn 



V 



(4,4 



^ . . . , , . 



Offensichtlich kann man 



(2.175) 



Zq ^exp 

" (-) 



drViz. 





n /./? 



0,/3 



7 f>(-r f 



dri...dr„ {V{z{n)...) ...F(z(t„)...))„, 



(2.176) 



in eine Reihe nach Potenzen des Stor- Potentials entwickeln. Dabei ist der Erwartungswert beziiglich der "freien" 
Wirkung 5*0 bei der Temperatur /? zu nehmen. Wir nehmen an, dass das Stor-Potential ein Polynom in 
den Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren ist (z.B. ein Zweiteilchen-Potential). Dann muss man in Gl. 
(|2.176p Funktional-Integrale iiber Polynome mal gaufischen Funktionen berechnen. Dies geschieht mit Hilfe des 
Wick'schen Theorems, das auf der folgenden Identitat beruht 



/ 'D{zz) Zi^ . . . Zi^ . . . Zj^ exp - J2i,j ^i^i 



J Vizz) exp - J2i j ZiMijZj 



Pcrmutationcn 



(2.177) 
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i steht hier fiir den Zeit- und den Zustands-Index und C ist die Paritat der Permutation, d.h. ±1 fiir eine 
gerade/ungerade Anzahl von Vertauschungen. 

Vertiefung 19: Beweis Wicksches Theorem 

Den Bcwcis fiihrt man durch Diffcrcntation dcs cntsprcchcndcn crzcugcndcn Funktionals 



WiJ, J) 



nach den ausseren Quellen durch: 



SJi-^ . . . SJin^-Jjn ■ ■ ■ ^Jjl 



f V(zz) cxp -^^ ^ z.M^ z, + {■hz^ + «,J.)J 
fV(zz) cxp [- . ZiMijZj^ 

cxp ^.hM^/jj 



fV{zz) Zi-^ ... Zi„ Zji . . . cxp J2i,j ZiMijZj^ 

fV(zz) cxp f- J2i.j ZiMijZj] 



(2.178a) 



(2.178b) 



Wcnn man die Diffcrcntationcn in Gl. J2. 178at sorgfaltig untcr Bcachtung dcr Rcihcnfolgc (und Vorzcichcn) durclifiiiirt, crhalt man 
tatsachlich das Wick'sche Theorem ]2. 177t . 



Die libliche Formulierung bekommen wir, wenn wir eine Kontraktion definieren 

&i"Hr)ai'!^\r') (Tai^Hr) a^"^ Hr')) = Go{ar\a'r') ^ g.(r - r') 

^ ^ \ I OB 



(2.179) 



Kontraktionen von aa und a^a^ werden als Null definiert. Dann ist die Identitat (I2.177P fiir die gaufischen 
Integrale Equivalent zu 



T b\^\Ti) . . .U^^Tn) ) — ( alle vollstandigen Kontraktionen) 

1 " / 0^ ^-^ 



h — d. 



Fiir eine Zweiteilchen-Wechselwirkung 

F(z(r),z(T)) = i E {aP\V\j5) z^{T)zpiT)zs{T)z^{T) 



lautet der n-te Term in der Storungs-Entwicklung ()2.176p 



(n) 



i-y 



12^ E-- - E («l/5l|^l7l'5l)...K/3n|^|7n^n) 



dri . . . dTn Zai (ti )z^i (ti ) zs^ (ti )z^^ (ti ) ... 

■ ■ • Zq,. {Tn)Zl3„ (r„) ZS^ {Tn)Z'^r. ijn) ^ 



(2.180) 



(2.181) 



(2.182) 



und auf den Erwartungswert muss das Wick'sche Theorem ()2.180p angewendet werden. Fiir die "Buchhaltung" 
ist es vorteilhaft, den einzelnen Termen eine graphische Representation zu geben: 



Ein Vertex reprasentiert 



Vertex = {aifii \V\^i5i) 



(2.183) 
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< 



7z 



Si 



Vertex 



Propagator 



Abb. 13 : Graphische Darstellung eines Vertex fiir eine Zweiteilchen-Wcchsclwirkung und cines 
Propagators in "gekennzeichneten" Feynman-Diagrammen. 



und ein Propagator stellt 



Propagator 




(2.184) 



dar. Die Regain fiir diese "gekennzeichneten" ("labelled") Feynman-Diagramme lauten dann in n-ter Ordnung 

1. : Zeichne alle verschiedenen "gekennzeichneten" Diagramme mit n Vertizes (Diagramme sind verschieden, 

wenn sie nicht so deformiert werden konnen, dass sie iibereinstimmen - einschliesslich aller Zeit-Bezeich- 
nungen, Links- Rechts-Kennzeichnung und der Richtung der Pfeilc). 

2. : Gib jeder gerichteten Linie eine Einteilchen-Bezeichnung und den Faktor (|2.184p . 

3. : Gib jedem Vertex den Faktor ()2.183|) . 

4. : Sunimiere iiber alle Einteilchen-Indizes und integriere iiber alle Zeiten im Intervall [0,/3] . 

5. : Multipliziere das Resultat mit (— )"C"^/(n! 2") , wobei die Anzahl der geschlossenenen Schleifen der 

Einteilchen-Propagatoren im Diagramm ist. 

Beispiel : Storungsrechnung 1. Ordnung 

Fiir n = 1 gibt es zwei Diagramme (siehe Abb. [T4|) : 
Diagramm (a) ist gegeben durch 



(a) 





(2.185) 
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7 6 







7 



(a) 



(b) 



Abb. 14 : Diagramme fiir die Zustandssumme in 1. Ordiiung Storungstheorie bei endlicher Temperatur. 



Diagramm (b) entsteht aus den Kontraktionen von Zair) mit zs{t) und zp^r) mit Zrylr). Es hat den Wert 



(b) = -k f^dr ^ 5^(0)3^(0) {5j\V\jS) 

"'0 „ A 



7^ 

Unter Verwendung des expliziten Ausdrucks (|2.184p erhalten wir daher 



Z 



-IE 



n^ns 



7(5 



{lS\V\j6) + C {Sj\V\-fS) +0{V^) 



und damit fiir das thermodynamische Potential 



Z 



^0 



7(5 



(7<J|y|7<J)+C('57l^^M) 

Fiir Fermionen ( = —1) bekommen wir im Limes T — !■ 0, d.h. /3 — ^ oo die Grundzustands-Energie 



-iS<F 



(2.186) 

(2.187) 

(2.188) 
(2.189) 

(2.190) 



Dabei ist die Summation iiber die Einteilchen-Zustande bis zur Fermi-Energie durchzufiihren, weil die Besetzung 
bei Temperatur Null eine Stufenfunktion wird. Der erste Term ist der direkte oder "Hartree"- Term, der zweite 
der Austausch- oder "Fock"-Term fiir die Energie0. 

Die Anzahl der "gekennzeichneten" Feynman-Diagramme wachst dramatiscli mit der Ordnung an. Da viele 
denselben numerischen Wert haben, ist es niitzlich "nicht gekennzeichnete" ( "unlabelled" ) Diagramme einzu- 
fiihren, die einen Symmetriefaktor als Gewicht tragen. Die modifizierten Feynman-Regeln fiir diese Art von 



^*Diese Bezeichnung ist i.a. nicht ganz zutreffend, wcil die Basis hier beliebig und nicht optimal (sclbstkonsistcnt) ist, siehe das 
nachste Kapitel. Fiir homogene Systeme sind die ebenen Wellen jedoch auch die selbstkonsistenten Zustande. 
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Diagrammen sind in dem Buch von Negele & Orland angegeben und werden hier nicht weiter verfolgt. Ebenso 
ist offensichtlich, dass man in homogenen Systemen weitere Vereinfachungen der Regeln durch Ubergang 
zur Energie- und/odcr Impuls-Darstellung erzielen kann. 



2.7 Hilfsfelder und Hartree-Naherung 

Bei starker Kopplung versagt natiirlich die Storungstheorie und es stellt sich die beriihmte Frage: "Was 
Tun?" {Lenin}. Abgesehen von einer numerischen Auswertung des (euklidischen) Pfadintegrals gibt es auch 
analytische Methoden, die in diesem Fall hilfreich sind. Diese beruhen auf der Einfiihrung eines mittleren 
Feldes, das die Teilchen selber erzeugen und in dem sie sich in niedrigster Naherung unahhangig voneinander 
bewegen. Diese Naherung ist physikalisch plausibel und die Grundlage fiir die erfolgreiche Beschreibung von 
Atomen und Kernen durch Schalenmodelle. 

Man leitet sie im Pfadintegral-Formalismus am besten durch eine Umformung von Gl. (|2.126p fiir den 
Zeitentwicklungs-Operator in der koharenten Basis ab. Fiir eine lokale (spinlose) Zweiteilchen-Wechselwirkung 
V{x — x') schreibt sich diese Formel in der Ortsdarstellung als 



/■**(*/)=*} / /■ i \ 

U{^}tf;<!>^U) = / 2?$*(x,t)2?$(x,t) exp / d^a; $* (x)$^.(x) + - $] (2.191) 



r**(*/)=*/ 
mit der Wirkung (siehe Gl. (I2.102p ) 









f d^x 







J d^x' $* (x, t)^* (x', t) V{x - x') $(x', t)$(x, t) 



(2.192) 



Bekanntlich verhindert der letzte (quadri-lineare) Term, dass wir das Pfadintegral analytisch ausfiihren konnen. 
Man kann diesen Wechselwirkungs-Term jedoch formal durch einen Term ausdriicken, der quadratisch in den 
Feldern ist. Dies beruht auf der folgenden Identitat fiir das (eindimensionale) gaufische Integral, die wir bereits 
in Gl. ()1.166p verwendet haben (ersetze dort a -> —V/2, x — ix) 

eyip(-^VxA = ^ [ dy eyip ( ^y"^ ~ iy x] . (2.193) 



Man nennt dies auch "Aufheben des Quadrates" ("undoing the square"), well auf der rechtcn Seite die 
Variable x jetzt nur noch linear auftritt. Wie immer kann man solche gaufische Integrale auch mehrdimensional, 
ja unendlich-dimensional berechnen: die entsprechende verallgemeinerte Identitat wird dann in der Vielteilchen- 
Physik Hubbard-Stratonovich- Transformation genannt. Wenn wir die Dichte 

p(x,0 := $*(x,i)<i'(x,0 (2.194) 

einfiihren, konnen wir sowohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen (zweimaliges Antikommutieren) den Wechsel- 
wirkungs-Term in der Form 

i J d^x d^x' $* (x, i)$* (x', t) F(x - x') $(x', t)$(x, i) = \ j d^x' p(x, t) l/(x - x') /9(x', t) (2.195) 

schreiben. Die funktionale Verallgemeinerung von Gl. (|2.193p lautet dann (wir setzen jetzt h—\) 



R. Rosenfelder : Pfadintegralo in dor Quaiitcnphysik 



101 



exp 



^ J dt J d^xd^x' p{x,t)V{x-x.')p{x',t) = const. X'et~^/2(t/) J V<T{x,t) 



exp < i dt 



d^xd^x' a{x,t) {V~^) {y:,x') a{x' ,t) ~ / d^x p{x,t) a{x,t) 



(2.196) 



Damit bekommt das Matrixelement (12.1911) des Zeitentwicklungs-Operators folgende Gestalt 



exp / d^x^*Jx)<t>f{x) / Vaix,t)W[a] 



V^*{x,t)V^{x,t) 



<i'(ti)=*i 



• exp 



ijdtj d^x (x, t) -H. ($*,$; 



wobei 



($*,$) = $*(x,t) 



A 
2m 



$(x, t) + ct(x, t) $* (x, t)$(x, t) 



(2.197) 



(2.198) 



die Hamilton-Dichte von Teilchen ist, die sich unabhangig in dem Hilfsfeld a{x, t) bewegen, also einem Einteil- 
chen-Operator entspricht (siehe z. B. Gl. (|2.95p V Uber diese Hilfsfeld muss dann aber funktional mit dem 
Gewicht 



W[a] = const, exp 



dt / d^xd^x' a{x,t) (V-^) {x,x')a{x',t) 



(2.199) 



integriert werden, das die Information iiber die tatsachliche Zweiteilchen-Wechselwirkung V{x — x') enthalt. 
Man beachte, dass dieses Gewicht keinen kinetischen Term fiir das Hilfsfeld a{x,t) enthalt, so dass die a- 
Konfigurationen wesentlich "rauher" , d.h. unstetig sind, ahnlich wie im Phasenraum-Pfadintegral. 

Die Hubbard-Stratonovich- Transformation ergibt den exakten Ausdruck (|2.197l) . bei dem wir zwar das 
Einteilchen-Problem im Hilfsfeld berechnen konnen, aber nicht mehr das anschliessende Funktional-Integral 
iiber a{x,t) - das illustriert den bekannten Satz von der Erhaltung der Schwierigkeiten ... Wcnn wir jedoch 
die Naherung der stationaren Phase auf das cr-Funktional-Integral anwenden, erhalten wir eine sinnvolle 
Naherung, die wir auch systematisch verbessern konnen. Das Hilfsfeld, das die Wirkung in Gl. (|2.197p stationar 
macht, erhalt man durch Variation der cr-abhangigen Exponenten nach a(x,t): 



J d^x (V^^) (x,x')cr(x',i) -p(x,t) = 



(2.200) 



d.h. das stationare Hilfsfeld ist die Mittelung der Zweiteilchen-Wechselwirkung iiber die Dichte der Teilchen: 



ao{x,t) = J d^x' V{x-x') p{x,t) , 



(2.201) 



also das gesuchte mittlere Feld. Wenn wir ein fermionisches System mit TV Teilchen betrachten, konnen wir nach 
Eigenfunktionen des Einteilchen-Zeitentwicklungsoperators entwickeln, die wir mit ipk{x,t) bezeichnen. Der 
Grundzustand im (festen) Hilfsfeld (Tq (x, t) ist eine Slater-Determinante iiber dieses voUstandige, orthonormale 
Einteilchen-System und die Dichte ist durch eine Summe iiber alle besetzten Einteilchen-Zustande gegeben 



p(x,t) 



N 

fc=i 



(2.202) 



Auf Grund der Hubbard-Stratonovich- Transformation ist das verbleibende Funktional-Integral iiber (p*,(p ein 
gaufisches Integral, auf das wir die Methode der stationaren Phase ebenfalls anwenden konnen, die in diesem 
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Fall exakt ist. Durch Variation nach (p1{x,t) erhalten wir dann die Schrodingergleichung 



' dt 



A 

2m 



(2.203) 



sind gekoppelt und deflnieren die 



fiir die Bewegung im mittleren Feld (To(xiO- Die Gleichungen 
bekannte Hartree-Naherung. 

Wenn wir ein zeitunabhangiges mittleres Feld cr(x) annehmen, kann man die Zeitabhangigkeit der Einteil- 
chen-Wellenfunktion abspalten, d.h. </'(x, t) — (/^(x) exp(— iefet) setzen und hat dann die nichtlineare Schro- 
dinger- Gleichung 

|2 



— + ^ /dVnx-x')|^,(x') 
2m ^-^ 

1=1 •' 



(pfc(x) = efc(/?fe(x) 



(2.204) 



zu losen. Ware dies eine normale Schrodinger-Gleichung, dann ware die Gesamtenergie 



fc=l 



fc=l 



A 

2m 



k.l 



wobei die letzte Beziehung aus Gl. (j2.204p folgt, wenn man mit (p^,(x) multipliziert, iiber x integriert und die 
Orthonormalitat der Eigenfunktionen benutzt. Offensichtlich ist dabei die potentielle Energie doppelt geziihlt 
wordcn. Die richtige Beziehung erhalt man aus der Resolventen 



G{E) = Sp 



1 



^E- H + ii] 

die im A^-Teilchen-Sektor und in Hartree-Naherung die Form 



I I dTe'^'^SpU{T,0). 





Gn{E) 



ki ...k^ 



dT e*-^^ exp 



iT 



N 



'4- \ d3:^dVao(x)F-i(x,x')ao(x')-*r^efc^ 



(2.205) 



(2.206) 



besitzt. Ihr Pol gibt uns die Gesamtenergie 



Eh 



N 

E 

k=l 



ek-^ I d32;dVfTo(x)F-i(x,x')fTo(x') 



N 

E 

k=l 



Vfel 



^1 <^fc ) + J E (vkV^il^l VkVi 



k,l 



(2.207) 

bei der die potentielle Energie zwischen den Teilchen korrekt gezahlt wird. Im Gegensatz zu der Storungstheorie 
im letzten Kapitel sind jetzt die Einteilchen-Wellenfunktionen nicht vorgegeben, sondern miissen selbstkon- 
sistent aus der Gl. ()2.204p bestimmt werden, die das Wechselwirkungs-Potential ebenfalls enthalt. Das ist 
bei endlichen Systemen (Elektronen im Atom, Nukleonen im Kern) von entscheidender Bedeutung. Ein offen- 
sichtlicher Nachteil dieser Naherung ist die Verletzung der Translations-Invarianz: wahrend das Zweiteilchen- 
Potential y(x — x') von einer Verschiebung der Koordinaten unberiihrt bleibt, ist das mittlere Feld (To(x) an 
einem willkiirlichen NuUpunkt (fiir den man meist den Schwerpunkt des Systems nimmt) fixiert. 

Man kann natiirlich systematische Korrekturen zu der niedrigsten Ordnung der Naherung der stationaren 
Phase ausrechnen. Die quadratischen Fluktuationen ergeben die sog. RPA-Korrekturen ("random phase 
approximation") zu der Hartree-Naherung. In diesen Korrekturen ist auch der Austausch-("Fock") Term 
(|2.190p fiir die Energie enthalten. Man mag sich fragen, warum er nicht bereits in der niedrigsten Ordnung 
auftaucht; bei den Kernkraften, beispielsweise, ist er wesentlich attraktiver als der direkte ( "Hartree" )-Term, der 
mit realistischen Potentialen nicht einmal die Nukleonen bindet. Tatsachlich hat man betrachtliche Freiheit, die 
niedrigste Ordnung durch andere Gruppierungen der Felder als in Gl. (|2.195p zu verandern und es ist moglich, 
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die Hartree-Fock-Naherung oder weitergehende Naherungen der Mehrteilchen-Physik als niedrigstes Ergebnis 
der Methode der stationaren Phase zu erhalten0 Das liegt an dem Fehlen eines systematischen Entwicklungs- 
Parameters: da das plancksche Wirkungsquantum h auch in der Wirkung (|2.192p auftaucht, ist die Methode 
der stationaren Phase hier keine halbklassische Naherung. Die unterschiedhche Wahl der nuUten Naherung, zu 
der man dann Korrekturen berechnet, entspricht also einer wiUkiirUchen Aufteilung des Hamilton-Operators 
H = Hq + Hi und muss fiir das jeweilige Problem physikalisch begriindet werden. 



2.8 Asymptotische Entwicklung einer Klasse von Pfadintegralen 



Im Gegensatz zur Storungsentwicklung ist eine Entwicklung fiir starke Kopplung nicht allgemein verfiigbar. 
Das liegt an der (vielbeklagten) Unmoglichkeit, nichtgaufische Funktionalintegrale analytisch berechnen zu 
konnen. Es ist jedoch moglich, eine bestimmte Klasse von Pfadintegralen asymptotisch auszuwerten, was hier 
einer Arbeit von Luttinger |32| folgend, dargestellt werden und Anwendung auf das Polaron-Problem finden 
soil. Obwohl hier nur das Einteilchen-Problem behandelt wird, werden doch Methoden der Vielteilchen-Physik 
verwendet und das Polaron-Problem (ein Einteilchen-Problem, nachdem die Phononen ausintegriert worden 
sind) gehort eigentlich ja zur (Unendlich)-Teilchen-Physik, d.h. zur Feldtheorie. 



Wir starten mit dem Ausdruck ()2.4|) fiir die Zustandssumme eines Teilchens, das sich in im dreidimensionalen 
Raum in einem ausseren Potential bewegt (im Folgenden setzen wir h = 1) 



m = Sp(e-^^) 



V X exp 



<0)=x(/3) 

aus dem wir die Grundzustands-Energie fiir /3 — ^ oo bestimmen konnen: 

1 



lim 



(2.208) 



(2.209) 



Man kann nun zeigen, dass sich die Zustandssumme (j2.208l) auch durch folgendes Pfadintegral iiber bosonische 
Felder <i>(x), <I'*(x) und fermionische (grafimann-wertige) Felder r/(x), r/(x) darstellen lasst: 



Z{p) = y"x>$*P$2?//2?;/ y"(i3x /](x);/(x) (5(^ ($*,$) + (;;, /;) -1 

■exp{-/3[(<i>*,ff<&) + (/7,7?,;)] }. 



(2.210) 



Hierbei sind die Abkiirzungen 

($*,0$) j d'xd'y^*{^) (x|6|y) $(y) , (r,, ,,) J d'xd'y //(x) (x|a|y) //(y) (2.211) 
fiir die Operatoren O — 1, H verwendet worden und das bosonische Pfadintegral ist auf 

J X>$*23$ exp [-($*,$)] = 1 (2.212) 



normiert. 



^Siehe Negele &; Orland, chapter 7. 
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Vertiefung 20: Luttingers Pfadintegral-Beziehung 

Wcgcn dcr Einschrankung durch die (5-Funktion konncn wir Gl. ]2.210l > auch als 

Z{f3) = e^^'^" J V<i>* V-SiVriVii y d^a r;(x) );(x) 5( **,$) + (r;,);) - l) • cxp|-,9 [($*, /i*) + (j/./i/;)] } (2.213a) 

schreiben, wobei h :— — H — Ea nur positive Eigenweite besitzt. Wir vciwenden nun die Fourier-Darstcllung der 5-Funktion 

(5( **,*) + (77, (;)- l) = 1- exp|- [(**,*) + 1;)] + 4W } (2.213b) 

und konncn dann mit Hilfe von Gl. (12. 1421 ) die Integrationcn iibcr bosonische und fermionische Hilfsfcldcr ausfiihrcn: 

/'x'** 15$ exp [-($*, (io; + ^/i)* ) ] = --^ ^ (2.213c) 

Vet (ibj + l3hj 

J VT, D,, j d^x r,(x) ,,(x) exp [ - ( {iuj + I3h) ,i ) ] = j '^'7 15/; exp [ - ( ,7, {iuj + ph) 1, ) ] 

= (>i,>i) 

9 / - N 

= i Vet iui + 0h 

du V / 

= -Sp (^{iu + tky^^ Vct{iu + I3h) . (2.213d) 

In dcr letzten Zeilc ist dabei das Ergebnis von Ubungsaufgabe 1131 b) fiir die Diffcrcntation einer Dctcrminante nacli eineni Parameter 
vcrwendet worden. Wir sehcn, dass die inverse Dctcrminante von der bosonischen und die Dctcrminante von der fcrmionischcn Integration 
sich auiliebcn! Mit dcm Residucnsatz crhalten wir dann tatsachlich 



J_ r°°due'-Sp( ^-^) = e-^^O-L r°°dc. e'^Spf i ^ = Spfe"^*) . (2.213e) 

27r \ioj + PhJ 2-!T \ uj - ip(H - Ea) J ^ 7 ' 



wcil wir den Integrationsweg in der obcrcn Halbcbcnc schlicsscn miisscn, wo alle Pole licgen. 

Die Darstellung (I2.210p sieht auf den ersten Blick aus wie eine unnotige Komplizierung des "einfachen" Pfad- 
integrals iiber Trajektorien: man integriert jetzt iiber bosonische und fermionische Felder! Allerdings hat 
diese Darstellung - wie wir sehen werden - einige Vorteile. Wenn wir auf der linken Gleichungsseite den Term 

dTF(x(r)) = P I d^xLp{x)V{x) (2.214) 
JO J 

durch die "lokale Zeit" 

1 

L0(x) := - / dT(5(x-x(T)) (2.215) 
P Jo 

ausdriicken, dann hat der Wechselwirkungsterm dieselbe Gestalt wie auf der rechten Seite, wo 
($*,i/$) + (;7,iJ//) = y"d^x$*(x) ^-^^ $(x) + y"d3a;$*(x)y(x)$(x) 

= (**,ffo*) 

+ ( f,, Hov )+ fd^'x //(x) F(x) //(x) (2.216) 



erscheinen. Wir sehen also, dass im Ubergang von einer Beschreibung durch Pfade zu einer Beschreibung durch 
Felder die Ersetzung 

L^(x) <i>'^(x) $(x) + r,(x) ,,(x) (2.217) 

vorgenommen werden muss. Jetzt kann man beide Seiten mit einem willkiirlichen Funktional von V (nennen 
wir es r[t/]) multiplizieren und dariiber funktional integrieren (auf diese Weise erweitern wir die Klasse der 
einfachen Pfadintegrale mit einer Einzeiten-Wirkung auf allgemeinere Formen!) Sei das Funktional 
durch 

exp(-/3F^[L^]) J VV r[V] exp (^-^ J d^x Lp{^)V{^)^ (2.218) 
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definiert, dann haben wir also die Beziehung 

j^V^x exp{-So[x]- PFp[Lf}]} = j V^*V^VnVn y^^x /7(x);/(x) j($*,$) + (/7,?;)-l) 

• exp{-/? [ ( $^ iIo$ ) + ( /], ^^0 '/ ) ] - PFp [ + /]//] } . (2.219) 

Wir konnen also Pfadintegrale iiber allgemeinere Funktionale in Funktional-Integrale iiber Felder "iibersetzen" , 
allerdings die letzeren i.a. ebenfalls nicht analytisch berechnen. Im Grenzfall /3 — ^ oo vereinfacht sich die rechte 
Seite von Gl. (|2.219p jedoch: wenn man // — >■ ////3, fj — >■ f]/ P skaliert, dann wissen wir, dass sich das fermionische 
"Mass" mit der inversen Jacobi-Determinante transformiert, d. h. alle /y, //-Integrale bleiben invariant. Dies 
bedeutet, dass die fermionischen Anteile im Integranden unterdriickt werden und deshalb die Zustandssumme 

^lim jv^x eyi]i{-SQ[x\- PFp[Lf}]) = J V<^>* J d^x fi{K) 6(^^* ,<i>) - 1^ 

•exp{-/3($*,i/o$)-/?i^,3^oo [$*$]}. (2.220) 

allein durch das bosonische Integral bestimmt ist. Dieses konnen wir mit der Laplace-Methode (siehe Gl. 
(|1.129cp ) in fiihrender Ordnung bestimmen: wir erinnern uns, dass fiir grosse Werte eines Parameters in der 
Exponentialfunktion in einem Integral nur das Minimum der Funktion, bzw. hier des Funktionals beitragt, das 
er multipliziert. Daher erhalten wir aus Gl. (|2.209p 



Eo = min(3,.,$)=i <^ ($*,ffo$) + i^oo 



(2.221) 



Anwendungen: 

a) Quantenmechanik : Wenn F/3[L^] — J d'^x Li3{x) U{x), dann ist Gl. p.22ip nichts anderes als das 
Rayleigh-Ritz Variationsprinzip fiir die Bewegung eines nichtrelativistischen Teilchens im Potential U{x.). 
Unbeschrankte Variation beziiglich der normierten (Wellen) -Funktion $*(x) ergibt die iibliche zeitun- 
abhangige, lineare Schrodinger-Gleichung. 

b) Polaron im Grenzfall starker Kopplung : Der Wechselwirkungs-Term in der effektiven Wirkung des 
Polarons (nachdem die Phononen ausintegriert worden sind) ist fiir beliebige Kopplungskonstanten nicht 
in der Gestalt, dass er allein als Funktional der "lokalen Zeit" (|2.215p ausgedriickt werden kann. Dies ist 
jedoch der Fall fiir grosse Kopplungskonstanten, wie man durch die Skalierung [3 3) 



T 



= At , x(f) VAx(t) a > 



1 f',r(m'^ir,,f^i'^ 



2 Jo \ '^^ J 2 Jg \ dr 



a 



r /'^^^^' ,?/^~;?. - -^T^ (^.222) 

V2 7o |x(t)-x(t')| V2 A^/2 Jo |x(T)-x(r')| 

sieht. Hierbei ist (siehe Gl. (|2.27kp ) 

_ cosh(/3/2 - \t\) 
- 2sinh(/3/2) 

die Retardierungsfunktion im Polaron-Problem fiir endliches /3. Wenn wir 

A = {na^f (2.223) 
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(mit einem beliebigen numerischen Faktor k) wahlen, sehen wir, dass bei festem /3 die Retardierung fiir 
a — >■ cxD verschwindet und dass die Polaron-Wechselwirkung in diesem Fall tatsachlich als Funktional der 
lokalcn Zeit geschrieben werden kann (wir ersetzen die gestrichenen Grossen wieder durch ungestrichene) : 



V2A Kap Jo |x(r)-x(T')| kV2 T |x(T)-x(r')| 

j d^xd^yLri^) (^-^^-1-^) i^y) . (2.224) 

Anstelle der eukidischen Zeit /? ist 

T = \p (2.225) 

getreten, was im Grenzfall starker Kopplung und festem /? ebenfalls asymptotisch gross wird. Damit 

konnen wir Luttingers Verfahren anwenden und erhalten aus Gl. (|2.221l) und der Wahl (|2.223p fiir die 
freie Energie 

F(/3, a) ^ Gp (0) IP = p\ cotli(/3/2) 7^ (2.226) 



mit 

ip 



-^min(^.,^)^i I / d^x$'^(x) (^-|) ci>(x) - ^ / d'^d'y | . (2.227) 

Die freie Energie sollte fiir kleine Temperaturen (grosse /?) gegen die Grundzustands-Energie gehen. 
Ungliicklicherweise konnen wir den Grenziibergang /3 — > cxd in Gl. p.226p aber nicht mehr vollziehen, 
well durch a — > cx) wichtige Anteile der Wirkung weggefallen sind - offensichtlich vertauschen diese 
beiden Grenzwert-Bildungen nicht. Als Rettung dient die allgemeine Tatsache, dass die freie Energie 
immer kleiner als die Grundzustands-Energie ist und monoton mit (3 zunimmt (Ubungsaufgabe I15p . 
Im Grenzfall /3 — > haben wir jedoch 

/^i coth(/3/2) /?i - 1, (2.228) 

so dass F{Q) = jp c? eine untere Schranke fiir die Grundzustands-Energie des Polarons bei starker 
Kopplung darstellt. Genau dasselbe Ergebnis hatte Pekar schon friiher durch einen quantenmechanischen 
Ansatz fiir die Wellenfunktion des Elektron -f Phonon-Systems im Rayleigh-Ritz-Variationsverfahren 
abgeleitet [34], was bekanntlich eine obere Schranke fiir die wahre Grundzustands-Energie liefert. Die 
Gleichheit dieser Schranken erlaubt den Schluss, dass die Grundzustands-Energie des Polarons bei starker 
Kopplung tatsachlich durch 

(2.229) 



En — > IP a 



gegeben ist 

Unabhangige Variation des Funktionals (|2.227l) beziiglich $* und $ ergibt 

d^'y ^\y)V{r,y) ■ <^>*^ir)-eo^r) = (2.230) 



y1>(r)+ J ' 

$*(r)+ y"d3a;$^2(x) v^(x,r) • $(r) - eo**(r) = 0, (2.231) 



wobei die Einschrankung ($*, $) = 1 durch einen Lagrange- Multiplikator eo ( ($*, $) = — 1 ) in das Funk- 
tional eingebaut worden ist. Wir sehen, dass $* = <i) eine Losung ist, well die Wechselwirkung 

l/(x,y) = y(y,x) (2.232) 

K |x-y| 



^Strong bcwicscn von Lieb und Thomas I35| . 
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erfiillt. Daher konnen wir Gl. (|2.227p auch als 



7p = K^min$$)^i 



I J d'x^^) (^-^^ <i>(x) + i J d'xd'y<f^^)Vi^,y)^^iy)y (2.233) 



schreiben. Der numerische Wert von k > ist unerheblich, weil das Skalenverhalten der coulorabartigen 
Wechselwirkung (|2.232l) andere Werte ausgleicht. Ublicherweise wahlt man k = 1 [33], aber man konnte 
auch den Wert k — \/2 verwenden, der die Wechselwirkung p.232p vereinfacht. 

Pekars Ansatz, der im Grenzfall starker Kopplung zum exakten Ergebnis fiihrt, geht von dem intuitiven 
Bild aus, dass sich das "nackte" Elektron in diesem Fall so schnell bewegt, dass die Phononen nur ein 
mittleres Feld $^(x) spiiren0. Tatsachlich ist Gl. (|2.233|) identisch mit der Hartree-Naherung des 
vorigen Kapitels und die Variationsgleichung 

-y$(r)+ J d3xF(r,x)$2(x) . $(r) = eo$(r), (2.234) 

eine nichtlineare Schrodinger-Gleichung, identisch mit der Hartree-Gleichung (|2.204p . Multiplizieren 
wir Gl. (j2.234p mit $(r) und integrieren iiber r, erhalten wir auf Grund der Normierung und durch 
Vergleich mit Gl. (|2:233l) 

eo = ($,ifo*) + ($',^$') = -^ + 1 , (2.235) 

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis (|2.207l) der Hartree-Naherung. 

Mit einfachen Ansatzen fiir ^(x) kann man das Minimalprinzip (I2.233P auswerten und findet (Ubungs- 
aufgabelUa) b)) 

7p = = -0.0977 fiir $(x) = Ce"''/" (2.236) 

256 

7P = = -0.1061 fiir $(x) = Ce-"''^"'. (2.237) 

on 

Das Ergebnis (|2.237p ist dasselbe, was Feynmans quadratische, retardierte Versuchswirkung bei grossen 
Kopplungen ergibt (siehe Ubungsaufgabe 1111 b) ), was nicht verwunderlich ist, da wir gesehen haben, 
dass die Retardierung in diesem Grenzfall keine Rolle spielt und wir wissen, dass quadratische (lokale) 
Wirkungen oszillator-artigen WcUenfunktionen entsprechen. 

Wie konnen wir den exakten Wert fiir die Pekar- Konstante 7p, d.h. fiir die Grundzustandsenergie im 
Grenzwert starker Kopplung bestimmen? Zum Einen kann man immer bessere Variations- Wellenfunk- 
tionen im Minimal-Prinzip (j2.233p verwenden, zum Anderen konnen wir 7p numerisch aus der Hartree- 
Gleichung (|2.234p bestimmen. Da diese jedoch nichtlinear ist, miissen wir diese Gleichung iterativ losen, 
bis die Wellenfunktion, die auch die Wechselwirkung festlegt, selbstkonsistent bestimmt ist. 

Hier wahlen wir die erste Option und bestimmen den Pekar-Koeffizienten 7p durch Variation der Koef- 
fizienten in einem geeigneten Ansatz fiir die S- Wellenfunktion 

$(r) = r^|r| (2.238) 



^''Das "angezogene" Elektron = Polaron bewegt sich dagegen bei glciclicm Impuls immer langsamcr, weil seine efFektive Masse 
durch die mitgeschleppte Wolke von Phononen oc anwachst. 

58"Wir nehmen an, dass die Grundzustands- Wellenfunktion kugelsymmetrisch ist, was fiir rotationssymmctrischc Problcme in der 
Quantenmcchanik immer der Fall ist. 
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Dies lasst nur den Monopol-Anteil der Coulomb- Wechselwirkung wirksam werden 

J |x-y| max(|x|,|y|) 

so dass das Minimalfunktional (wir wahlen k = 1) 



7P = min(y,y)^i 



'T) + (V] 



lautet, mit 



dry^{r)^l, {T)^-J^ dr y'\r) , {V ^ ) 



V2 Jo 



dry^{r) / ds 



max(r, s) 



(2.239) 



(2.240) 



(2.241) 



Vertiefung 21: Numerische Behandlung und FOR,TR,AN-Programm 



Der einfachste Ansatz, der die Versuchswcllcnfunktion in dcr Ubungsaufgabe |16| b) vcrallgcmcincrt und fiir N —> oo cin 
vollstandiges Funktionensystem darstellt, Ist 



Mit Hilfc dcs Integrals (durch fortgesctztc particllc Integration zu crhaltcn) 



Co = 1 . 



i: 



dt ("e 



E 

3 = 



findct man Icicht die Normicrung dcr Vcrsuchs-Wcllcnfunktion (12.242e 



spcziell; / 
^0 



dt t 



(2.242a) 



(2.242b) 



= ^ CiCj di+j+2 
i,j=o 



mit dn '■ — 



271+1 



den Eiwaitungsweit der kinetischcn Energie 

1 " 

(T> = -C\ J2 CiCj [(»+l)(i + l)d,+j + 



(2.242c) 



(2.242d) 



sowie denjenigcn der potcnticllcn (Sclbst-)Encrgie 

N 

{V) = -V2C'^a ^ c,Cj 

Auf Grund der einfachen Skalierungs-Eigcnschaftcn (C^ ~ 
Skalenparamctcr a analytiscli durchfiihren: 



2i+j+3 
(T 



fc + Z + l 

Tn = 



(2.242c) 



. ( y ) ~ a ^ ) lasst sich die Variation iiber den 



da \_ 



(T) 



- 



^ -2 



'{V) 



1 {vy 



4 (T) la=l 



(2.242f) 



und man hat nun "nur noch" das jetzt vollkommen analytisch gcgcbenc Energie- Funktional nach den verbleibenden Koeffizienten 
ci, C2 . . . CJV zu variieren. Nichtlinearc, multidimcnsionalc Minimisicrung ist allerdings ein schwieriges numerisehes Problem, fiir das 
man ein effizicntes, robustes Verfahren benotigt. 

Wir verwenden das AMOEBA-Programm in der (frei verfiigbaren) Fortran??- Version des Buches {Num. Recipes}, um die 
Minimisierung iiber die verbleibenden Koeffizienten ci, C2 . . . cjv numerisch durchzufiihren. Dieses Verfahren ist zwar moglicherwcise 
langsam, well "die Amobe die Hiigel nur hinunterkriecht" , aber auf allgemeine Funktionen anwendbar. Es bcruht auf der "Abfahrts 
(downhill)"- Simplcx-Methodc und benotigt nicht nur einen Startwcrt, sondern A'^ 1 Punkte, die einen Anfangs-Simplex definieren 
und die entsprcchenden Funktionswcrtc. Ein Simplex ist die geometrisehe Figur, die in A'^ Dimensionen aus A'^ -|- 1 Punkten (oder 
Vertices) bcstcht. Dicsc Punkte bestimmcn wir aus cincm Anfangs-Punkt Pi — (ci, C2 . . . cjv) und crzcugcn die weitcrcn Punkte 
einfach durch 



Pi = Pi 



Cl , C2 . 



2, 3 . . . JV + 1 , 



(2.242g) 
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wobci A cine gccignct gcwahltc Konstantc ist (im Bcispicl untcn nchmcn wir A — 0.3). Mit N — crziclt man natiirlich das Ergcbnis 
112.236t aus dcr Ubungsaufgabe llGI b) und wir crhohcn die Anzahl dcr zu variicrcndcn Kocffizicntcn schrittwcisc. Als Anfangs- 
Punkt nchmcn wir das Ergcbnis der Minimisicrung bci dcm vorhcrgchcndcn und sctzcn fiir den Punkt Pi den zusatzlichcn 
Kocffizicntcn cjv — 0. Auf diesc Weise ist garanticrt, dass bci jcdcm N wcnigstcns das vorhcrigc Ergcbnis crziclt wird. Die grosse 
Gefahr ist, dass man bei der Iteration in einem lokalcn Minimum stcekcnbleibt; dalicr cmpficlilt es sicti (bei jedem N ) einen 
Wiederstart mit dem erzielten Minimum als Start-Punkt durchzufiihrcn. Das AMOEBA-Programm stoppt, wenn eine vorgegebene 
Gcnauigkeit (wir nehmen bci cinfacli-gcnaucr Arithmetik FTOL — 10~^ ) erreiclit wurde und gibt A'^ + 1 Punktc als Ergcbnis 
licraus, die innerhalb des gefundencn Minimums liegen. Im unten angegebenen Program mitteln wir iiber die Funktions-Werte 
dieses End-Simplcxes. 



c 

c Programmm minimisiert das Pekar-Funktional fuer den 
c Grenzfall starker Kopplung im Polaron-Problem 
c mit dem Ansatz fuer die s-Wellenf unktion 
c 

c yCr) = C r [ 1 + sum_-(i=l>"N c_i r"i exp(-r/a) ] ; 
c int_0"{inf inity} dr y"2(r) = 1 

c 

c Die Skala a wird analytisch durch Variation bestimmt. 

c Minimisierung durcti "downhill simplex method" fuer die Koef f izienten c_i; 

c Programm aus NUMERICAL RECIPES, ch. 10.4 

c 

c Schleife ueber N = 0,1, ... NMAX-1 = 9 Koef f izienten 
c 

EXTERNAL ENERGIE 

PARAMETER (NMAX = 10,FT0L=1 .E-6,ALAM=0.3)) 
COMMON N,D(0:4*NMAX+3) 

DIMENSION P(NMAX+1,NMAX) ,X(NMAX) ,Y(NMAX) ,XNEU{NMAX) ,XALT(NMAX+1) 

C 

C Tabellierung von n!/2"(n+l) 
C 

NHDCH = 4*NMAX + 3 

D(0) = 0.5 

DO 10 I = 1,NH0CH 

D(I) = I*D(I-1)*0.5 
10 CONTINUE 

C 

WRITE(6,9) FTOL 
9 FORMATC//' Rel. Genauigkeit = ',el0.3/) 

DO 100 NN = 1,NMAX ! Schleife ueber verschiedene Anzahl von Koef f izienten 

N = NN - 1 

ISTART = ! Anfangsstart 

C 

C N+1 Start-Simplices fuer Minimisierungs-Routine AMOEBA 
C 

50 CONTINUE 



DO 20 I = 1,NN 
DO 25 J = 1,N 

IFCISTART .EQ. 0) P(I,J) = XALT(J) 

IFCISTART .Eq. 1) P(I,J) = XNEU(J) IF(J. EQ. (I-l)) P(I,J) = P(I,J) + ALAM**J 

25 CONTINUE 
20 CONTINUE 

C 

DO 30 I = 1,NN 
DO 35 J = 1,N 
X(J) = P(I,J) 
35 CONTINUE 

Yd) = ENERGIE(X) 
30 CONTINUE 

C 

CALL AMOEBA (P , Y , NMAX+1 , NMAX , N , FTOL , ENERGIE , ITER) 

C 

DO 38 J = 1,N ! speichere den ersten Simplex fuer Wiederstart 

XNEU(J) = P(1,J) 

XALTCJ) = XNEUCJ) ! speichere den ersten Simplex fuer naechstes N 

38 CONTINUE 

XALT(NN) = 0. ! und fuege als letzten Koffizienten c(N+l)=0 hinzu 

C 

C ueber die Simplices gemittelter Minimalwert 
C 

YMIT = 0. 

DO 40 I = 1,NN 

YMIT = YMIT + Yd) 
40 CONTINUE 

YMIT = YMIT/NN 

C 

IFCISTART .EQ. 0) WRITE(6,98) N 

98 FORMATC//' N = ' ,13/) 

IFCISTART .EQ. 1) WRITE (*,*) 'Wiederstart:' 
WRITE(6,99) ITER, YMIT 

99 FORMATC Iterationen = ',I4,10X, 
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k 'mittlerer Minimal-Wert = ',F10.7) 

C 

ISTART = ISTART + 1 

IFCISTART .Eq. 1) GO TQ 50 
100 CONTINUE 
STOP 
END 

C++++++++++++++++++++++++ UNTERPRDGRAMM ENERGIE 
FUNCTION ENERGIE (X) 

C 

PARAMETER (NMAX=10) 
COMMON N,D(0:4*NMAX+3) 
DIMENSION X(NMAX) ,C(0:NMAX) 

DATA WU2 /I. 414213562/ ! Wurzel aus 2 

C 

C(0) =1. ! fixiert 

DO 10 I = 1,N 
C(I) = X(I) 
10 CONTINUE 

C 

C Normierung 
C 

ANORM = 0. 
DO 20 I = 0,N 
DO 25 J = 0,N 

ANORM = ANORM + C(I)*C(J)*D(I+J+2) 
25 CONTINUE 
20 CONTINUE 

ANORM = 1. /ANORM 

C 

C kinetische Energie 
C 

T = 0. 

DO 30 I = 0,N 
DO 35 J = 0,N 

DT = (H-1.)*(J+1.)*D(I+J) - D(I+J+2) 
T = T + DT*C(I)*C(J) 
35 CONTINUE 
30 CONTINUE 

T = 0.5*AN0RM*T 

C 

C potentielle Energie 
C 

V = 0. 

DO 40 I = 0,N 
DO 45 J = 0,N 

ISUM = I + J + 2 
DO 50 K = 0,N 
DO 55 L = 0,N 

KSUM = K + L + 1 
HILF = C(I)*C(J)/(2**(ISUM+1)) 
HILF = HILF*C(K)*C(L)*D(KSUM) 
VI = 0. 

FAK = 1. ! 0! 

DO 60 M = O.KSUM 

MSUM = ISUM + M 

VI = VI + D (MSUM) /FAK 

FAK = (M+1.)*FAK ! (M+1) ! 

60 CONTINUE 

V = V + HILF*V1 
55 CONTINUE 
50 CONTINUE 
45 CONTINUE 
40 CONTINUE 

V = -WU2*V*AN0RM*AN0RM 

C 

C Energie nach Variation des Skalenparameters 
C 

ENERGIE = -0.25*V*V/T 



RETURN 
END 



UNTERPROGRAMM AMOEBA 



SUBROUTINE AMOEBA (P , Y , MP , NP , NDIM , FTOL , FUNK , ITER) 

C 
C 

c *********************************************************************** 

c 

C from: W. H. Press et al . "Numerical Recipes in Fortran 77" , Ch. 10.4 
C 

C Cambridge University Press, 2nd ed. (1992) 

C 

c *********************************************************************** 

c 

C Multidimensional minimization of the function FUNK(X) where X is an 
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NDIM-dimensional vector, by the downhill simplex method of Nelder and Mead. 

Input is a matrix P whose NDIM+1 rows are NDIM-dimensional vectors which 
are the vertices of the starting simplex. 

[Logical dimensions of P are P CNDIM+1 ,NDIM) ; physical dimensions are input as P(MP,NP)]. 
Also input is the vector Y of length NDIM+1, whose components must be 
pre-initialized to the values of FUNK evaluated at the NDIM+1 vertices Crows) of P; 
and FTQL the fractional convergence tolerance to be achieved in the 
function value (n.b.!). 

On output, P and Y will have been reset to NDIM+1 

new points all within FTQL of a minimum function value, 

and ITER gives the number of iterations taken. 

PARAMETER (NMAX=10 , ALPHA=1 . , BETA=0 . 5 , GAMMA=2 . , ITMAX=1000) 

Expected maximum number of dimensions, three parameters which define 

the expansions and contractions, and maximum allowed number of iterations. 

DIMENSION P(MP,NP) ,Y(MP) ,PR(KMAX) ,PRR(KMAX) ,PBAR(NMAX) 



ITER 
ILD = 



IF(Y{1) .GT. Y(2)) THEN 

IHI = 1 

INHI = 2 
ELSE 

IHI = 2 

INHI = 1 
ENDIF 



Note that MP is the physical dimension 
corresponding to the logical dimension 
MPTS, NP to NDIM 

First we must determine which point is the 
highest (worst), next -highest , and 
lowest (best) . 



11 
C 
C 
C 



13 
14 



DO 11 I = 1,MPTS ! by looping over the points in the simplex 

IF(Y(I) .LT. Y(ILQ)) ILO = I 
IF(Y(I) .GT. Y(IHI)) THEN 

INHI = IHI 

IHI = I 

ELSE IF(Y(I) .GT. Y(INHI)) THEN 
IF(I .NE. IHI) INHI = I 
ENDIF 
CONTINUE 

Compute the fractional range from highest to lowest and return if satisfactory 

RTOL = 2.*ABS(Y(IHI)-Y(ILD))/(ABS(Y(IHI))+ABS(Y(IL0))) 
IF(RTOL .LT. FTOL) RETURN 

IFdTER .EQ. ITMAX) PAUSE 'Amoeba exceeding maximum iterations.' 
ITER = ITER + 1 
DO 12 J = 1,NDIM 
PBAR(J) = 0. 

CONTINUE ! Begin a new iteration. Compute the vector average 

of all points except the highest, i.e. the center 
of the "face'' of the simplex across from the high 
point. We will subsequently explore along the ray 
from the high point through that center . 
DO 14 I = 1,MPTS 

IF(I .NE. IHI) THEN 
DO 13 J = 1,NDIM 

PBAR(J) = PBAR(J) + P(I,J) 
CONTINUE 
ENDIF 
CONTINUE 
DO 15 J = 1,NDIM 



PBAR(J) = PBAR(J)/NDIM 
PR(J) = (1.+ ALPHA)*PBAR(J) 

CONTINUE 

YPR = FUNK (PR) 

IFCYPR .LE. Y(ILO)) THEN 



Extrapolate by a factor ALPHA through the 
face, i.e. reflect the simplex from the 
high point . 



ALPHA*P(IHI,J) 



Evaluate the function at the reflected point. 
Gives a result better than the best point, 
so try an additional extrapolation by a 
factor GAMMA, 



DO 16 J = 1,NDIM 

PRR(J) = GAMMA*PR(J) + 
CONTINUE 
YPRR = FUNK(PRR) 
IF(YPRR .LT. Y(ILD)) THEN 



(l.-GAMMA)*PBAR(J) 



DO 17 J = : 

p(ihi,j: 
continue 
y(ihi) = yprr 

ELSE 



NDIM 

= PRR(J) 



DO 18 J = 1, 
P(IHI,J) 
CONTINUE 



NDIM 
= PR(J) 



check out the function there. 

The additional extrapolation succeeded, 

and replaces the high point . 



The additional extrapolation failed, 
but we can still use the reflected point 
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19 



Y(IHI) = YPR 
ENDIF 

ELSE IFCYPR .GE. Y(INHI)) THEN 

IF (YPR .LT. Y(IHI)) THEN 

DO 19 J = 1,NDIM 

P(IHI,J) = PR(J) 
CONTINUE 
Y(IHI) = YPR 
ENDIF 

DO 21 J = l.NDIM 



The reflected point is worse then 
the second-highest 
If it's better than the highest, 
then replace the highest, 



PRR(J) 
CONTINUE 



! but look for an intermediate lower point 
BETA»P(IHI,J) + (l.-BETA)*PBAR(J) 



in other words, perform a contraction 
of the simplex along one dimension. 
Then evaluate the function. 



YPRR = FUNK(PRR) 

IFCYPRR .LT. Y(IHI)) THEN 

DO 22 J = 1,NDIM 

P(IHI,J) = PRR(J) 

CONTINUE 

Y(IHI) = YPRR 
ELSE 



! Contraction gives an improvement, 
! so accept it. 



Can't seem to get rid of that high point. 
Better contract around the lowest (best) 



point . 



DO 24 I = 1,MPTS 

IF(I .NE. ILO) THEN 
DO 23 J = 1,NDIM 

PR(J) = 0.5*(P(I,J) + P(ILO,J)) 
PCI, J) = PR(J) 
CONTINUE 
Yd) = FUNK (PR) 
ENDIF 
CONTINUE 
ENDIF 
ELSE 



DO 25 J = 1,NDIM 
P(IHI,J) = PR(J) 

CONTINUE 

Y(IHI) = YPR 
ENDIF 
GO TO 1 

END 



We arrive here if the original reflection gives 
a middling point. 

Replace the old high point and continue 



! for the test of doneness and the next 
! iteration. 



Wcnn man dieses Programm lauj 



Rol. Gcnauigkoit = .lOOE-05 
N = 

Iterationcn — 1 
Wiederstart: 
Iterationen — 

N = 1 

Iterationen — 8 
Wiederstart: 
Iterationen — 4 

N = 2 

Iterationcn — 16 
Wiederstart: 
Iterationcn — 12 

N = 3 

Iterationen — 12 
Wiederstart: 
Iterationen — 12 

N = 4 

Iterationen — 21 
Wiederstart: 
Iterationen — 65 



lasst, ergibt sich folgender Ausdruck: 



mittloror Minimal- Wert = -.0976562 
mittloror Minimal- Wert = -.0976562 

mittlerer Minimal- Wert = -.1080244 
mittlerer Minimal- Wert = -.1080244 

mittlerer Minimal- Wert = -.1085069 
mittlerer Minimal- Wert = -.1085069 

mittlerer Minimal-Wert = -.1085069 
mittlerer Minimal-Wert = -.1085069 

mittlerer Minimal-Wert = -.1085092 
mittlerer Minimal-Wert = -.1085098 



N = 5 
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Iterationen — 81 
Wiederstart: 
Iterationen — 82 



mittlcrcr Minimal- Wert = -.1085106 
mittlcrcr Minimal- Wert = -.1085114 



N = 6 

Iterationen ^ 
Wiederstart: 
Iterationen — 96 
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mittlerer Minimal- Wert = -.1085121 
mittlerer Minimal-Wert = -.1085124 



N = 7 

Iterationen - 
Wiederstart: 
Iterationen - 



N = 8 

Iterationen — 
Wiederstart: 
Iterationen — 



136 



134 



154 
154 



mittlerer Minimal- Wort = -.1085123 
mittlerer Minimal-Wert = -.1085125 



mittlerer Minimal-Wert = -.1085124 
mittlerer Minimal-Wert = -.1085124 



N = 9 

Iterationen ^ 
Wiederstart 
Iterationen 



171 



= 152 



mittlerer Minimal-Wert = -.1085125 
mittlerer Minimal- Wort = -.1085126 



Der genaue Wert des Pekar-Koeffizienten fiir die Polaron-Energie bei sehr starker Kopplung ist daher 

7p = -0.108513(1) (2.243) 

mit einem geschatzten Fehler von (1) in der letzten Stelle. Ein genauerer Wert lasst sich mit kleinerer 
Fehlertoleranz (FTOL) und grosserer Anzahl von Koeffizienten (NMAX) erzielen, benotigt dann aber 
doppelt-genaue Arithmetik fUbungsaufgabc \W\ c) ). 
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3. Pfadintegrale in der Feldtheorie 

3.1 Erzeugende Funktionale und Storungstheorie 

Der Ubergang von der Vielteilchen-Quantenphysik zur Feldtheorie ist einer von endlich vielen Freiheitsgraden 
zu unendlich vielen. Wir werden diesen Ubergang formal voUziehen, und daher vorerst alle Subtilitaten, wie 
Renormierung, ja Existenz der Theorie beiseite schieben. 

Zur Vereinfachung betrachtcn wir zu Beginn ein System, das durch ein ncutrales skalares Feld $(a;) fiir 
Teilchen der Masse m beschrieben wird. Die Lagrange-Dichte sei 



(3.1) 



wobei V(^) die Selbst-Wechselwirkung des Feldes beschreibt. Aus Griinden der Renormierbarkeit der Theorie 
kann es (in 1 Zeit- und 3 Raum-Dimensionen) nur ein Polynom bis hochstens vierten Grades sein; ein typisches 
Beispiel ist 



il' 



,$4 



(3.2) 



was in der Supraleitung (Ginzburg-Landau- Theorie) und der Teilchenphysik (Higgs-Mechanismus) eine grosse 
Bedeutung hat. Wie im quantenmechanischen Fall betrachten wir das Ubergangs-Matrixelement 







^-iH{tj-U 



(3.3) 



des Zeitentwicklungs-Operators zwischen Feld-Konfigurationen und $/ . H = J cfixH ist der Hamilton- 
Operator des Systems. Die klassische Hamilton-Dichte folgt aus Gl. p.ip durch die iibliche Legendre- Trans- 
formation 

(3.4) 



H = 7r$ - £ = ^TT^ + i (V$)^ + im2$2 v{^) , 



wobei TT = dC/d^ = $ der kanonisch konjugierte Impuls des Feldes ist. Wir teilen das (endliche) Raumvolumen 
in TV kleine Zellen des Volumens v — L^/N ein und das Zeitintervall tf — ti in M Intervalle der Lange 
e. Wenn wir die VoUstandigkeit fiir die Felder ^{t, x) — ^j, I — 1 . . . M — 1, j — I . . . N a.n jedem Zeit- und 
Raum-Punkt 

' I I = 1 



(3.5) 



benutzen, erhalten wir 



lim 



m 



d<S> 



M-1 



(3.6) 



Wie iiblich haben wir dabei zur Abkiirzung ~ ^fi^j) und <i>^ ~ ^i{xj) gesetzt. Genau wie im quanten- 



mechanischen Fall findet man fiir kleine Zeiten 



dp'' 



(3.7) 



^^Geladene skalare Teilchen werden durch komplexe Feldcr beschrieben, in deren freien Lagrange-Dichte der Faktor 1/2 fehlt, 
siehe Ubungsaufgabe 1181 

^"In dicsem Abschnitt setzen wir h = 1 . Im Folgendcn werden wir auch immer c = 1 wahlen, die Metrik (+, ), d.h. 

a ■ b = aobo — a ■ h, verwenden und iiber glciche Indizcs summieren. 
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Schreiben wir p^- — vitj , erhalten wir 



lim 

W,M-i-oo 



N /M-1 , I ' 



2tt 



vdnf' 
27r 



Af / 

■exp<j ze ^ vJ2 P^j 

i=0 j = l \ 




2?$(a:)i?^(a,) r . r/ 

exp "i J / «t / d X 



27r 



7r$--H(7r, $) 



(3.8) 



Dies ist das Pfadintegral in der hamiltonschen Form (beachte Fussnote . Durch quadratische Erganzung 
( 7r<i> — 7r^/2 ~ — (tt — $)^/2 + <i>^/2 ) konnen wir das 7r-Integral auf ein gaufisches Integral zuriickfiihren und 
erhalten das Pfadintegral in der Lagrange-Form 



-iH(tf-ti) 



const. • / e 



(3.9) 



Im Exponenten steht wieder die Wirkung, well 



dt / d^x 



dt 



dt d^xCmx),df,<i>{x)) = S[<^>]. (3.10) 



Die Darstellung des Ubergangs-Matrixelements zwischen Feld-Konfigurationen als Pfadintegral ist nur ein Zwi- 
schenschritt, well dies nicht die relevante Grosse in der Feldtheorie ist. Tatsachlich lassen sich alle Observablen 
aus den n-Punkt-Funktionen oder greenschen Funktionen 



G„(xi . . . Xn) 







r 



$(xi)...$(x„) 







(3.11) 



gewinnen (siehe welter unten am Beispiel der Streuung zweier skalarer Teilchen aneinander). Hierbei ist | > 
der exakte Grundzustand der Theorie (das "Vakuum"), T der Zeitordnungs- Operator und $(a;) sind die 
exakten Feldoperatoren im Heisenberg-Bild. Was wir daher benotigen, ist eine Pfadintegral-Darstellung fiir die 
greenschen Funktionen. Das haben wir jedoch bereits in der Quant enmechanik (im Kapitel II. 7p getan: der 
Grundzustand kann durch den unphysikalischen Limes ti — >■ ioo ,tf — > —ioo herausprojiziert werden0 und 
man erhalt 



Gn{xi . . .Xn) = lim 



/ 2?$ <^{xi) . . . $(a;„) exp( iS[^] 
/ X>$ exp( iS'[$] ) 



(3.12) 



Den Satz von rt-Punkt-Funktionen kann man aus dem erzeugenden Funktional 




(3.13) 



6lZur Erinnerung: e-iff(t/-t.) = |0 >< | e^'-^oC/"*') + |1 >< 1| e^'^i + ... Man muss auch nicht die Zeiten 

rein imaginar wahlen, sondcrn kann cntlang cincs cntsprcchcndcn Strahlcs in dor komplcxcn Ebene gegen Uncndlich gchen - 
entschcidcnd ist cine geniigendc Dampfung der angercgten Zustande. 
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durch Funktional-DifFerentation erzeugen: 




(3.14) 



erzeugen. Wie man sieht, fallt die Normierung des Funktional-Integrals heraus. 

In den meisten Fallen kann man das erzeugende Funktional nur bei verschwindender Selbst-Wechselwirkung 
V berechnen: 



(3.15) 



Zo[J] = J cxp i J d^x Qa^^c)'"* - im2$2 + J$ 

d'^x $(x) - m^) $(a;) +i j d-^x J{x)<i>{x) 



2?<i> exp 



In der zweiten Zeile ist dabei eine partielle Integration durchgefiihrt worden, wobei angenommen wurde, dass 
die Randterme verschwinden. Die Funktionalintegration in Gl. p.isp kann ausgefiihrt werden, da der Exponent 



(Tx d'^y ^{x)Ko{x,y)^{y) + i / d a; J(x)$(a;) 



- / d'^xd'^y {^IU + J){x)K^'{x,y){K^^ + J){y)^- / d^x d^y J{x)K^'{x,y)J{y) (3.16) 



quadratisch in den Feldern ist. Die gaufische Integration iibcr $ ergibt daher 



Zo[J] — const. • exp 


.--2] 


f d^xd^yJix)K-\x,y)J{y) 


= Za[0] exp 




7 



(3.17) 



wobei die Konstante nicht von der Quelle J{x) abhangt und zuletzt eine niitzliche Kurz-Schreibweise verwendet 
wurde. Das Inverse des Kerns 

Ko{x, y) = - m2) 5\x - y) (3.18) 

wird am einfachsten im Impulsraum berechnet, da Kq wegen der Translations-Invarianz nur von DifFerenz 
X — y abhangt: 



A(a;,y) = K^\x,y) ^ 



(2^ 



A(fc) 



Jk-{x-y) 



(3.19) 



Die Gleichung [—O^ — m^) A{x, y) = 5'^{x — y) wird dann einfach zu einer algebraischen Gleichung 
(fc^ — m?)/S.{k) = 1 mit der Losung 




(3.20) 



(« 0^ ist eine Kurzform fiir einen kleinen positiven Imaginarteil ie,e > 0, der am Ende der Rechnung auf Null 
gesetzt wird). Dies ist der Feynman-Propagator im Impulsraum. Man muss natiirlich spezifieren, wie der 
Pol bei fc^ = m? zu behandeln ist. Dies kann durch genauere Betrachtung des Limes U — ioo,tf — ^ —ioo 
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in der Pfadintegral-Darstellung (|3.12p fiir die greenschen Funktionen geschehen, oder einfacher dadurch, dass 
man einen konvergenzerzeugenden Faktor 



exp 



, e > 



(3.21) 



in das Pfadintegral einfiihrt. Da man diesen Term zum Massenterm in der Lagrange-Dichte hinzuschlagen kann, 
lauft dies auf die Ersetzung 



m 



2 ■ n+ 



(3.22) 



hinaus Aus Gl. (|3.17l) findet man daher, dass die 2-Punkt-Funktion (oder der Propagator) in niedrigster 
Ordnung durch 

G'^^\xi,X2) = i/\F{xuX2) (3.23) 

gegeben ist. 

Das erzeugende Funktional mit Wechselwirkung kann man formal durch Funktional-Differentation aus Zq [J] 
gewinnen. Da die Funktional-Differentation nach der Quelle J{x) das Feld <i>(x) erzeugt, gilt namlich 



(3.24) 




Vertiefung 22: Eine Funktional-Gleichung fiir das erzeugende Funktional 

Die Darstcllung dcs crzcugcndcn Funktionals als Funktional-Intcgral croffnet cinfachc Moglichkcitcn der Uinformung, wie wir sie vom 
gewohnten Kalkiil dor Integral- Rcchnung kcnncn. Wir konnen bcispielsweise eine i nfi nit esi male Andcrung der Integrationsvariablcn 

^{x) ^ ip{x)^ef{x) (3.25a) 

im Pfadintegral l |3. 13t vornehmen (Itzykson &: Zuber, p. 447). Da die Jacobi-Determinantc offensichtlicli "1" ist, haben wir 



Z[J] - j ^l^ie I d'^x + J{x) j f{x) I exp |^ iS[^\ + i j (fxj{x) ^{x) j . 



(3. 25b) 



Wir konnen die Terme, die in der gcschweiften Klammer enthalten, vor das Funktional-Integral bringen, wenn wir in ihnen ^{x) 
durch 5/{i5J{x)) (auf das erzeugende Funktional wirkend) ersetzen. Da die Funktion f{x) willkiirlich ist, erhalten wir von den Tcrinen 
proportional zu e 



was fiir die skalare Theorie | |3.1| l cxplizit 



+ V' ' 



i5.J(x) V i&J{ 

lautet. Dicsc Idcntitat vcrkniipft also vcrschicdcnc n-Punkt-Funktioncn 



Z[J] = 



(3.25d) 



3.1.1 Storungstheorie 

Die Beziehung p. 241) zwischen Funktional mit und ohne Wechselwirkung ist eine rein formale Beziehung, die 
erst durch Entwicklung nach Potenzen der Wechselwirkung konkret genutzt werden kann. Dies woUen wir 
anhand der <I>^-Theorie p.2p illustrieren. In den niedrigsten Ordnungen der Potenzreihen-Entwicklung in der 
Kopplungskonstanten A erhalten wir 



Z[J] = Za[J] { 1 + Xuji[J] + X^U2[J] + ...} 



(3.26) 
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mit 



* 1 f -74._ f 



4 



Ausfiihren dcr Differentationen ergibt 



wi[J] = -- y I 3(-i)^ Af(x,x) AF(a;,a;) (Al) 

+6 J d%dS2 Apix, yi) J(yi) Af{x, x) Ap{x, ys) ^(2/2) (Bl) (3.28) 

+ y d%d%d%d% J[ Apix, V,) J{y,) I . (CI) 

Die verschiedenen Terme konnen nach der Anzahl der Quellen J geordnet werden und graphisch dargestellt 
werden: jeder Propagator Ap{x,y) wird durch eine Linie, die von y nach x fiihrt, symbolisiert und jede 
Wechselwirkungs- Vertex durch einen Punkt, in den 4 Linien hinein- oder hinausgehen (siehe Abb. llSp . Die 
erste Zeile von Gl. (|3.29p - der Term (Al) - beschreibt sog. "Vakuum-Graphen" , die iiberhaupt keine Quellen 
enthalten und bei der Division durch Z[0] in der Gl. p.l4[) fiir die greenschen Funktionen herausfallen. Man 
beachte, dass die einzelnen Terme verschiedene numerische Faktoren ( "Multiplizitiiten" ) enthalten, was zu den 
"Symmetriefaktoren" liihrt - das ist die Zahl, mit der man das jeweihge Diagramm teilen muss. Wenn man 
beriicksichtigt, dass die Funktional-DifFerentation nach 2j Quellen einen zusatzlichen Faktor (2j)! fiir das 
jeweihge Diagramm ergibt, erhalt man fiir die Graphen (Al), (Bl), (CI) aus Gl. (|3.29l) Multiplizitaten, die mit 
den in den Tabellen I - III von [36] angegebenen iibereinstimmen. 




(Al) (Bl) (CI) 



Abb. 15 : Graphische Darstellung der ersten Ordnung Storungstheorie uji fiir das erzeugende 
Funktional in dcr $'^-Thcorie. 

In zweiter Ordnung Storungstheorie findet man 

^2 [J] = \iol\J] + Cj2[J], (3.29) 

wobei der erste Beitrag auf der rechten Seite unverbundene Graphen enthalt, in denen zwei Anteile nicht 
durch eine gemeinsame Linie verkniipft sind (siehe z. B. Abbildung |161 wo die 1. Ordnungs- Graphen (Al) und 
(Bl) ohne Verbindung aneinander geheftet sind). 
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oo 

o 

Abb. 16 : Ein unvcrbundener Graph in der 2. Ordnung der Storungsthcoric fiir die <i>^-Theorie. 
Der zweite Anteil u}2[J] in Gl. p.29p ist in Abb. [T71 graphisch dargestellt. 




(D2) 



Abb. 17 : Graphische DarstcUung der zweiten Ordnung Storungstheorie (jJ2 fur das erzeugende 
Funktional der ^-^-Theorie (siehe Gl. (|3.30bp '). 
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Vertiefung 23: Erzeugendes Funktional der <I> -Theorie in 2. Ordnung 



Die direkte Bcrcchnung von 



J 2(4!)2 Zo[J] J ^ \SJ{y)J \SJ{x) J ^ 2 ^^2(41)2 fr"^^ ' ' ^ ^ 



(3.30a) 



ist etwas miihsam, aber mit der Leibniz-Rcgcl machbar und ergibt die Multiplizatcn fiir die einzelncn Graphen ohne Konibinatorik. Es 
empfiehlt sich dabei, eine konzentrierte Schreibwcise zu benutzen: A12 fiir AF{yi, y2) , Ji fiir J{yi) etc. und iiber mchrfachc Indizes wird 
integriert: A^^; ^ xAf(x^x) etc. Wcnn man AF(x,y) — AF(y,x) vcrwcndct, crhalt man die folgcndcn Bcitragc mit 2j ausscrcn 

Quellen 



4^' [J] 



[J] 



144A^j,A„„ (A^iJi)'' + 144 A^^A^„A^„A^iJiA„2 ./2 + 96 A^^^A^i JiA„2 J2 

96 A^^A^„ (A„2J2)^ A^iJi + 72 (A^iJi)^ (A„2./2)^ 
16 (A^iJi)^ A^y (Ay-iJif 



(A2) 
(B2) 

(C2) 
(D2) 



(3.30b) 



Nach Multiplikation mit (2j)! stimmcn die numcrisclicii Falctorcn wiedcrum mit (36| iibcrciii. Dort und andciswo 1371 gibt cs allgc- 
meinc Verfalircn und Computcrprogrammc, die die Symmetriefaktoien in beliebiger Ordnungen fiir alle Graphen und fiir versehicdene 
Wechselwirkungen bestimmen. 



3.1.2 Verbundene und amputierte greensche Funktionen 



Es ist klar, dass die unverbundenen Graphen vom ersten Term auf der rechten Seite von Gl. p.29p nicht zu 
physikalischen Prozessen beitragen. Sie werden weggehoben, wenn wir 




(3.31) 



als verbundene ( "connected" ) greensche Funktionen definieren. TatsachUch findet man 

Z[J] - Zo[J] 



\nZ[J] = lnZo[J]+hin 



Zo[J] 



= lnZo[J] + hi {1 + Awi[J] + X'^LJ2[J] + ■■■} 
1 



(3.32) 



so dass der unverbundene Anteil in LiJ2[J] exakt weggehoben wird. Man kann zeigen, dass dies in aUen 
Ordnungen geschieht, und dass daher 



W[J] := -i hiZ[J] 



(3.33) 



das erzeugende Funktional fur die verbundenen greenschen Funktionen darsteht. Die Entwicklung von Z[J\ 
nach diesen verbundenen Funktionen ist eine Kumulanten-Entwicklung, die auch in anderen Gebieten, etwa 
der Statistik, wichtig ist (siehe Ubungsaufgabe I19p . 

Wenn Translations-Invarianz vorhegt, ist es giinstiger, mit (verbundenen) greenschen Funktionen im Impuls- 
raum zu rechnen, weil eine (5-Funktion abgespahen werden kann, die die Gesamt-Energie-Impuls-Erhahung 
ausdriickt: 



Gn{Pl ■ ■ -Pn) = n 
i=l 



d''x,e-'P'-^^ ] Gnixi...Xn) =■■ (2^)V (JlP^j Gn{pi...Pn) 



(3.34) 
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Beispiel: $''-Theorie 

Die erste Korrektur zum Propagator p.23p folgt aus der zweiten Zeile von Gl. p.29p - also dem Term (Bl) 

G2\xi,x2) = J d'^x Af{xi,x) Ap{x,x) Ap{x,X2) ■ (3.35) 

Das ist eine Schleifenkorrektur, die nach Fourier- Transformation unter der Verwendung der Darstellungen p.l9[ 
I3.20p folgende Form annimmt 

G«(p„p,) = -^J d'xd'x.d'x, f[(^l ^^pT^^i^) . e^'=.(^.-)+^'=3.(.-..) 

= -^(2.)^^br+P.) A.br)A.(..) j ^T^^^ ■ (3-36) 

Nach Abspalten der Impuls-Deltafunktion ist der gesamte Propagator (aus Invarianz-Griinden hangt er natiirlich 
nur von ab) also 

% f 1 f \ i' d^ k 1 \ 

" 392 _ + , 0+ ' - + \2 J (2^ fc2 - m2 + 1 0+ j ^ 



p2-TO2+iO+-S(l) 

wobei 



©(A^) , (3.37) 



v(i) _ [ d'^k 1 

*2 y (2^ p_^2+,o+ ^^-^^^ 

als "Selbstenergie" (1. Ordnung) bezeichnet wird. Im vorliegenden Fall ist sie einfach eine (divergente) 
reelle Konstante - unabhangig vom ausseren Impuls p - , die zum Parameter ni? hinzugeschlagen werden kann, 
was dann die physikalische Masse ergibt, die man als Pol des Propagators definieren kann: 

[G,{p^ = ml^^,)]-' =^ ml^^^^rr^' + ^^ l^^^—L__+oiX'). (3.39) 

In Ubungsaufgabe II 71 wird die Divergenz der Massenverschiebung in erster Ordnung genauer untersucht. 

Im allgemeinen Fall kann die exakte 2-Punkt-Funktion in derselben Form wie in Gl. (13. 37^ geschreiben werden, 
aber die Selbstenergie ist eine Funktion des ausseren Impulsquadrates und kann um p^ = Wpj^y^ entwickelt 
werden 

E(p2) ^ E ( ^2^^^^ ) + _ ^2^^^ ) ( ^2^^^ )+..., (3.40) 
wobei der Strich die Ableitung nach p^ anzeigt. Damit gilt in der Nahe des Pols 

G2{p)ip ) = -2 -2 V./ 2^ , .n 



p2 _ ^2 _ 5](p2) ^ jO p2 _ ,„2 _ S(m2j^yJ - (p2 _ ^2^^J S'(m2;^yJ 

(3.41) 



iZq, 



mit 



2 _ 2 



phys - T- S(77i^hyJ , = [1 - E'(m^hys)] • (3-42) 



Da in der $'*-Theorie die Selbstenergie in 1. Ordnung eine Konstante ist, gilt dort Z$ = 1 + 0{X^). 
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Mit der geometrischen Reihe in Gl. (|3.37p hat man eine ganze Reihe sich wiederholender Korrekturen fiir den 
voUen Propagator aufsummiert; daher ist die Selbstenergie auch die Summe einer besonderen (kleineren) Klasse 
von Diagrammen, den eigentlichen (proper) oder einteilchen-irreduziblen Graphen, mit denen wir uns 
im nachsten Kapitel [22] beschaftigen werden. 

Im Gegensatz zum Propagator bekommt die zusammenhangende 4-Punkt-Funktion iiberhaupt erst einen 
Bcitrag in 1. Ordmmg Storungstheorie, weil sie Wechselwirkung benotigt. Aus der dritten Zeile - dem Term 
(Gl) - von Gl. erhalt man 

G'^^\xi,X2,X3,Xi) = -i\ J d^xY[{A{x,Xj)) (3.43) 



und damit nach Fourier- Transformation 



Gi'\pi,P2,P3,P4) = (27r)4^(pi+P2+P3+P4) (-*A) n -2 J" -TTT • (3-44) 

■'[^^ yPj— Tn + iO+ J 

Der Term (Gl) beschreibt einen Baum-Graphen, wahrend (G2) die erste Schleifen-Korrektur fiir die 4-Punkt- 
Funktion darstellt. Entsprechend beginnt mit dem Baum-Graphen (D2) der 2. Ordnung die Storungsentwick- 
lung fiir die 6-Punkt-Funktion. 

Als amputierte oder abgeschnittene greensche Funktionen bezeichnet man 



Grp(pi...p„) = n 



1 



Gn{Pl ■■■Pn) 



(3.45) 



mit 

^P(P) - T-—-7^^ (3-46) 

bei denen die "ausseren Beine" entfernt worden sind. Man beachte, dass hier die physikalische, d.h. gemessene 
Masse der ein- und auslaufenden Teilchen eingeht, nicht der Parameter m in der Lagrange-Dichte (jSTj. 
Diese "nackte" Masse wird namhch durch Quantenkorrekturen modifiziert, wie wir bereits in der 1. Ord- 
nung Stbrungsrechnung im obigen Beispiel gesehen haben. Dies ist ein wesenthcher Unterschied zu einer 
nicht-relativistischen Theorie mit endhcher Teilchen-Zahl, bei der die Eigenschaften der Teilchen durch die 
Wechselwirkung nicht modifiziert werden F^. 

Die amputierten greenschen Funktionen sind von besonderer Bedeutung, weil sie durch die Reduktions- 
formeln direkt zu den Streuamplituden und damit zu den physikalischen Observablen proportional sind. 
Beispielsweise ist das S'-Matrix-Element fiir die Streuung von 2 skalaren Teilchen der Masse mphys niit Anfangs- 
Impulsen ki , ^2 und End-Impulsen k[ , fcj durch 



®^Der Grund ist eine "Super-Auswahl-Regel (superselection rule)", die Bargmann 1954 in galilei-invariantcr Quantenmcchanik 
entdeckt hat. 

^^Siehe, z. B., Itzykson &: Zuber, chapter 5-1, oder Peskin & Schroeder chapter 7.2. Nach den Autoren Lehmann, Symanzik, 
Zimmermann werden sie auch LSZ-Formeln genannt. 
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k[k2 \ S \k1k2) = unverbundene Terme 



d'^xi d*X2 d'^yi d'^y2 exp [i {k[ ■ yi + k'2 ■ y2) ^ 



exp [ -i ( fci • a;i + ^2 • X2 ) ] • [Dy^ + ml^^y^] [Oy 



physj 



'physJ 



[a,,+ml^y,] (0\r [^yiMy2n{xiMx2)) |0 



^3.47) 



gegeben, wobei der Index "c" die verbundenen Anteile anzeigen soil und die sog. "Wellenfunktions- 
Renormierungs-Konstante" ist, die in niedrigster Ordnung den Wert eins annimmt. Mogliche gebundene 
Zustande des Zwci-Teilchen-Systems zeigen sich als Pole der S'-Matrix unterhalb des Quadrates der Gesamt- 
Energie (fci + /ca)^ = 4m2|^y, . 



Vertiefung 24: Mehr iiber die Reduktionsformeln 

Das 5-Matrixclcment fiir die Strcuung von 2 skalarcn Tcilchcn ist durch 

Si2-,i'2' ^ (/out|iin) (3.48a) 

gegeben, wobci 'J'out (x) dcr Fcld-Opcrator fiir cincn frcicn Zustand mit den Quantcnzahlcn der auslaufcndcn/cinlaufcndcn Teilchcn ist. 
Wir werdcn jctzt zeigen, dass dieses S'-Matrixelcment durch die vollen grccnschcn Funktioncn ausdriickt werdcn kann. Dazu bcnutzcn wir 

\ki,k2,in) ^ ain(A;i)^ ain(fc2)'^ I > 
( k[,k'^, out I ^ < I aout{k[) aout(/c2) (3.48b) 

wobei (kn) cin Teilchen mit Vierer-Impuls kn crzcugt ( k"^ — k^ — ^ripj^yg). 

Wir konncn jctzt den Anfangs-Zustand | fci, in > "hcrausnchmen'' . Da das "In"-Fcld cin frcics Fcld ist, hat cs die Entwicklung 

4>l.oo{x) = f (2^-^^2E^ [a(fc)e-*'=-^ +Q+(fc)e'''--] , = l/k^ + m^j,^^ . (3.48c) 

Die inversen Beziehungen lautcn 

a(fc) — i 1^ d^xe^^^ do4*{rcc{^)^ ■, {k) — —i j' d^xe~^^'^ do4*{rcc{^)^ (3.48d) 



und sind zu jedcr Zeit t = xq giiltig. Hierbci ist dcr Operator do dadurch dcfiniert, dass er in folgcndcr Weisc wirkt: 

(3.480 

Wir konnen Gl. < |3.48dt benutzen, um 

ZU erhalten. Die "adiabatische Hypothese" bcsteht darin, anzunehmen, dass der vol! wcchselwirkcndc Feld-Operator mit dem "In" -Fcld 
in der fernen Vergangcnhcit (wo das Tcilchcn fiir den Strcuprozess vorbereitet wird) bis auf cine Konstante iibereinstimmt. 



0(a;i) — > ^Z^ 0in(a:i) . (3.48g) 

Wie in alien Fcldtheoric-Lchrbiichcrn diskuticrt wird, kann dies nicht als Opcrator-Glcichung vcrstanden werdcn, sondern gilt nur fiir 
Matrix-Elcmentc. Hierbei ist eine Konstante, die beriicksichtigt, dass die Wirkung von (p auf das Vakuum nicht nur Einteilchen- 
Zustande erzeugt, sondern auch Zustande mit zusatzlichcn Tcikchcn und Anti-Tcilchcn (wennn die Lagrangc-Dichte gerade in (p ist). Auf 
Grund dieses Arguments erwartet man, dass Z^ einen Wert zwischcn Null und Eins (ohne Wcchsclwirkung) hat, aber in hohcren Ordnungcn 
stellt sich hcraus, dass Z^ divergiert ... 

Ungeachtet dieses (gcnerellen) Problems konnen wir bei ti — — oo 

4>in{^i) — > lim -^=4,(xi) (3.48h) 



ersctzen, so dass wir 

5ii/^22/ ^ -7^, ^'^^^ J e^'^'i '^i Ot-L A:^ , , out | 0(:ri) | /c2 , in ^ (3.48i) 



/ Z^ 
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crhaltcn. Dieser Prozess kann fiir den vcrblcibcnden "In"-Zustand des zweiten Teilchcns und fiir die bcidcn "Out"-Zustandc wicdcrholt 
werden. Im letzteren Fall benutzt man die Hypothese, dass in der fernen Zukunft 



i'outix'n) s- lim 

t' -^ + c 



i(x'^) , n = 1,2 . 



(3.48j) 



Das End-Rcsultat ist 



n 



lim 



1^ d^Xn d^x'^ 



r ( 4>ixi)4>ix2)Hx[)4>ix'2) )\o) (3.48k) 



wobei 7" der Zeitordnungs-Opcrator ist. Der letzte Faktor Ist nichts anderes als die 4-Punkt-Grccn-Funktion. 

Der letzte Schritt ist es, die Grenziibergange 1^,1'^ ±oo in Integrale iiber eine totale Zeit-Ableitung zu verwandeln: 



J d-'xdo [e^"-"" do fix)] = J <fx [dlf{x)+plf(x)] e*'"-^ = j d^x 
= j d^x e*'"-^ [ 9o - A + n^ys ] fix), 



dlf{x) + f{x) (m^+p") 



(3.481) 



wobci X fiir jcdcs Xn, x^, p for jcdes fcri, stcht und A der Laplace-Operator ist. In der letzten Zeile wurde eine partielle Integration in 
den Raum-Koor dinat en durchgefiihrt, die keine Randterme ergibt, wenn Wellenpakete statt ebener Wellen von Anfang an benutzt wurden. 
Dies ergibt Gl. ISTTfl l. 

Nach partieller Integration (mit der Annahme, dass die Felder im Unendlichen verschwinden) erhalt man fiir die rechte Seite dieser Gleichung 
(™phys - ^-'l) (™phya " ''l) (™phys " '^l^) (™phy= ~ ^=2^) / d'' i ^2 1 rf" 2^2 exp [i (fci • yi + fca ' 1/2 ~ k{ ■ XI- k'^- X2)] 



0|r *(!;i)*(iy2)*(a;i)*(a;2) |0) 



' {-ki,-k2,k[,k'^) , (3.48m) 



also im wesentlichen die amputierte, zusammcnhangcndc 4-Punkt-Funktion[^. Die T-Matrix ist iibcr S — 1 ~\~ iT dcfinicrt und wir konncn 
die Vierer-Impuls-Erhaltung abspaltcn 



^ ^1,^2!^ 1^1,^2 ) - (27r)^ 5'^' {ki+k2-k[-k'^) ( k[,k'^\M\ki,k2 ) 
abspaltcn. Der Streuquersehnitt fiir Teilchen gleicher Masse ist im Schwerpunkts (CM)-System dann einfach durch 

1 



da 

J CM 



(3.48n) 



(3.48o) 



gegeben (siehe z. B. Peskin & Schroeder, eq. (4.85)). 



Die storungstheoretische Berechnung der amputierten n-Punkt-Funktionen kann man durch einen Satz von 
Fey nman- Regeln zusammenfassen : 

1. Zeichne alle moglichen verbundenen, topologisch verschiedenen Graphen mit n Vertizes. 

2. Jeder inneren Linie entspricht ein Propagator i^p(\i) = i/{k'^ — m^Y-iys + ^0^) i jedem Vertex (in der 
$*-Theorie) ein Faktor — iA . 

3. Fiir jeden inneren Impuls k , der nicht durch Impuls-Erhaltung festgelegt ist, fiihre man eine Integration 
/d4fc/(27r)4 aus. 

4. Jeder Graph muss durch einen Symmetriefaktor S geteih werden, der der Anzahl der Permutationen von 
inneren Linien entspricht, die man bei festgehaltenen Vertizes vornchmcn kann. 

5. In hoheren Ordnungen gibt es einen zusatzlichen Vertex, der zwei Linien verbindet und einem Faktor 
i(5m^ — i(mpj^yj, — TO^) entspricht. 

^''Anschaulich gesprochen "fischt" die Reduktionsformcl nach Polon der greenschen Funktion, die den ausseren Teilchen 
entsprechen und "verwertet" die Residuen dieser Pole als physikalischc Observable. 
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Weil in die amputierten greenschen Funktionen bereits die gemessene Masse eingeht, ist es vorteilhaft, dies 
auch mit alien Grossen zu tun, die durch die Wechselwirkung verandert (man sagt aucli "renormiert" ) werden. 
Dazu gchort auch die Kopplungskonstante und die Normierung des Feld- Operators. Man dcfiniert daher (hier 
fiir die <I)^-Tlieorie) 



phys 
phys 
^phys 



m 



■f 6m 
Z% A 



oder 



phys 



$ m 



(3.49) 
(3.50) 
(3.51) 



und schreibt die Lagrange-Dichte (|3.1|) mit der Selbst- Wechselwirkung ()3.2p in der Form 



( a^ $phys )' 



phys phys 



^1 ^phys 



-{Z^-l)\ [(a^fphys)' 



phys phys 



-{Zx-l\ 



^1 ^phys 



-;j^{Z,yi — l)mpijyg 



phys 



(3.52) 



Die zusatzlichen Terme, die durch die Aufspaltung = 1 + [Zi — 1) , i = $, A, m cntstanden sind, nennt man 
"Gegen-Terme (counterterms)" . Sie haben (hier) dieselbe Gestalt wie die Terme in der urspriinglichen Lagrange- 
Dichte und ihre Anzahl ist in einer renormierbaren Theorie endlich. Sie werden dadurch bestimmt, dass in 
jeder Ordnung der Storungstheorie die entstehenden Divergenzen kompensiert werden. Diese "renormierte 
Storungstheorie" ist nur eine geschickte Um-Organisation der Storungstheorie, die mit "nackten" Parametern 
arbeitet. Man muss aber in jedem Fall festlegen, wie (z. B. bei welcher Energie) man die physikalischen Grossen 
misst (Renormierungs-Bedingungen). Auch hier hat man grosse Freiheit, die aber nur zu Unterschieden von 
hoherer (als der betrachteten) Ordnung der Storungstheorie fiihrt. 

Dass alle Divergenzen in alien Ordnungen der Storungstheorie in die Konstanten Z\, Zm gesteckt werden 
konncn, ist hochgradig nicht-trivial und Ausdruck der Tatsache, dass die <i>'*-Theorie (perturbativ) renormier- 
bar ist. Notwendig dafiir ist die Eigenschaft, dass die Kopplungskonstante in 4 Raum-Zeit-Dimensionen dimen- 
sionslos ist oder allgemeiner in beliebiger Dimension d Massendimension > aufweist ({Le Bellac}, chapter 
6.1). Da die Wirkung dimensionslos sein muss (im Pfadintegral steht exp(iS') ) gilt 



dim 
dim 



d'^x A 



= -d + 2 + 2dim$ = 0, = 
= -d + dimA + 2d-4 = 0, 



dim $ = 1 

2 



dim A = 4 — d . 



(3.53) 
(3.54) 



Im Gegensatz zur Quant enmechanik, wo das Potential weitgehend beliebig sein kann (z. B. V{x) — g ) erlaubt 
die Forderung der Renormierbarkeit in der Quanten-Feldtheorie keine g $^-Terme in der vierdimensionalen 
Lagrange-Dichte: die Kopplungskonstante g hatte dann die Dimension 6 — 2d = — 2- 

Wie kann man beweisen, dass eine spezielle Theorie renormierbar ist? Fiir diese Vorlesung gilt: "... das ist 
ein zu weites Feld" {Fontane} und es wird auf speziellere Literatur, z. B. {Collins} oder {Muta}, verwiesen. 



Vertiefung 25: Weitere erzeugende Funktionale 

Es ist moglich, statt dor formalcn Darstcllung I l3.24t die (cbcnso formalc) Form 

Z[J] = const, oxp j^-^ ( ,/, Af./)| I cxp ^ Af^ ^ | cxp (^-i J d'^^ ^(*) ^ | (3.55a) 
abzuleiten fUbungsaufgabe I22l . die manchmal vorteilhafter ist. 
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(3.55b) 



Statt die Quelle J(x) an ein Feld anzukoppeln, ist es auch manchmal giinstig, bi-lineare Qucllcn einzuflihren, etwa 

Z[K] := const. J V<S> cxp^i J d'^x ^£ - ^K{x) ^'^ (x) ^ j 

fiir ein einzelnes skalares Feld. In Ubungsaufgabe 1231 wird dies auf ein A'^-koniponentiges Fold mit 0(A/^)-Syn:imetrie ausgedehnt. 

Schliesslich istes moglich, ein erze ugendes Funktional fiir amputierte greensche Funktionen anzugebcn [ff]: ausgchend von der 
Definition ( 13. 451 1 und von Gl. 1 13. 141 1 dcfinicrcn wir 



J, d.h. ip{x) = - J d'^y Ap{x,y) J{y) . 



(3.55c) 



Weil der frcie Antcil dcr Wirkung als 
1 



$,(-n-m')*) = i (*,(-□ -m^^^ J*) +i5m^(*,<I.) 



i ($,Ap^$) + ii5m^($, *) 



(3.55d) 



geschriebcn werdcn kann, haben wir 



= (l...n) = 



Z[0] S-pi... Sipr 



(3.55e) 



wobei im wechselwirkenden Anteil Sint jetzt audi der zusatzliche Term Sm^ (<l>,<l>)/2) entlialten ist. Verschicben wir die Integrations- 
Variable <I> — <I>' + erhalten wir 



G''""P(l...n) 



Sifi .. . S^pr, Z[0] 



y P$' exp ( i 5o [$'] + i Si„t [*' + ) 



(3.55f) 



wobei die Normierung durch 



Z[0] = J X)*' exp [iSoI*'] + iSi„t[*']] 



(3.55g) 



gegeben ist. Die zusammenhangenden amputicrtcii n-Puiikt-Funktioncii werdcn entsprechcnd durch den Logarithmus dcs erzeugenden 
Funktionals bestimmt, d. h. 



= (!...„) = 



Sipi . . . Sipri 



-{V>, ip) + In 



fV-S>' cxp(»So[$'] +»Si„t[$' + y]) 
/•D*' exp(iSo[*'] + iSi„t[*'] ) 



(3.55h) 



Als Beispiele betrachten wir die 2- und 4-Punkt-Funktionen in niedrigstcr Ordnung dcr Storungsthcoric: Man sicht sofort, dass bei 
verschwindender Wechselwirkung nur die zusammcnhangende amputierte 2-Punkt-Funktion 



"P (xi, 2:2) = -iAp''{xi,X2) = « ( Dii + "iphya ) <5**' (xi - 0:2) 



(3.55i) 



existiert. Fine zusammcnhangende 4-Punkt-Funktion gibt es offensichtlich nur mit Wechselwirkung: Da V(^' + ip) — 0(ip'^, ip^ . cp^, p^) + 
\f'^/A\ ist, findot man in 1. Ordnung der Storungsthcoric fiir dicsc greensche Funktion 



Qamp(l) {^xi^ X2: X'S,. X4^) — 

5ip{x\) . . . 6ip{x4) V 4! 

gamp(l) (pj,p2,P3,P4) = (27r)'' <5<''' (pi + P2 + P3 + P - 4) 



j d'^ X p'^ {x 



) = [-^X) a*"' (xi - X2) <5**' (X2 - X3) (X3 - X4) 



(3.55j) 



was mit den Fcynman-Rcgcln fiir den Graph (CI) in Abb. 1151 odor dcr Amputation von Gl. l |3.44| l iibcrcinstimmt. 

Da die amputierten zusammenhangenden greenschen Funktionen direkt die S-Matrix ergeben (siehe z. B. Gl. l j3.48m[t ) kann man ein 
5-Matrix- Funktional 

J^[(p] y cxp('i5o[*'] + 'i5int[*' + ¥']) (3.55k) 

dcfinicrcn (siehe Nair, cq. (8.49)), das nach Funktional-Ablcitung und Fourier-Transformation die S-Matrix ergibt 



Sipixi) . . . <5v3(x„) Sip(yi) . . . Sip{y„) 



In Tip] 



(3.551) 

(Nair, cq. 5.24)). Den nicht-wechsclwirkcndcn Antcil —i(ip,A'^^ip)/2 in Gl. i3.55ht , dcr nur zur 2-Punkt-Funktion bcitragt, kann 
man dabei weglassen. Obwohl hier nur fiir cine skalare Theorie abgeleitct, kann die konipakte Formcl i3.551l > auch (mit offensichtlichen 
Modifikationen) auf allgcmeinere Theorien ubcrtragen werden. 



Fiir das erzeugende Funktional der eigentlichen oder einteilchen-irreduziblen Diagramme siehe das nachstc Kapitcl l3.21 



Siehe z. B. den Anhang von I38h dort wird cs aber auf Zq nomiicrt. 
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In analoger Weise kann man das erzeugende Funktional fiir freie Spin-i-Teilchen, also Fermionen, behandeln, 
deren Lagrange-Dichte 



lautet. Uni die Bewegungs-Gleichungen fiir < •, < ' abzuleiten, sollte man eigentlich 

i 



(3.56) 



(3.57) 



verwenden, aber fiir die Wirkung sind beide Formen (nach partieller Integration) gleichwertig. Um ein erzeugen- 
des Funktional fiir fermionische greensche Funktionen zu erhalten, muss man antikommutierende aussere 
Quellen t]{x), 7]{x) einfiihren und iiber grafimann-wertige Felder funktional integrieren 0: 



Zo[i],i]] 



'DiJ'{x)'Dii'{x) exp 



i d X (>Co(</', V') + 4'V + 



Wie im bosonischen Fall finden wir durch quadratische Erganzung 



^o['?) '/] = const. • cxp 




f d'^x d'^y ii{x) Sf{x, y) ii{y) 





wobei 



SFix,y) = (i^-m + «0+) ^ (x^y) 



d'^k 
(2^ 



ik-{x-y) 



(3.58) 



(3.59) 



(3.60) 



der Feynman-Propagator des Fermions ist. Die Behandlung der wechselwirkenden Theorie erfolgt im Prinzip 
ebenfalls wie im bosonischen Fall. AUerdings erfordert die Quantisierung von fermionischen Theorien, deren 
Wechselwirkung mit bosonischen Feldern durch ein Eichprinzip festgelegt wird - wie z. B. der Quanten- 
Elcktro-Dynamik (QED) oder der Quantcn-Chromo-Dynamik (QCD) - eine besondere Behandlung. Dies 
liegt daran, dass fiir die Eichfelder die Inversion des bosonischen Kerns nicht moglich ist, wenn die Eich- 
Freiheitsgrade nicht separiert worden sind. Damit werden wir uns in Kapitel [3?3l beschaftigen. 



3.2 Effektive Wirkung 



Wir betrachten jetzt wieder eine skalare Theorie (z. B. diejenige von Gl. 
vom planckschen Wirkungsquantum explizit aus: 



Z[J] = cxp ( -W[J] 



) und schreiben die Abhangigkeit 



(3.61) 



Es ist moglich, ein "klassisches Feld" als Vakuum-Erwartungswert des Feldoperators in Gegenwart der Quelle 
zu definieren 



*kl(2:) 



SW[J] 
6J{x) 



i y P$ $(2;) exp I ^ y d^y [£ + J(y) $ 



(y): 



(3.62) 



Dieses Feld hangt natiirlich von der Quelle J ab, da ohne diese das Funktional-Integral iiber einen ungeraden 
Integranden verschwinden wiirde. Wir nehmen an, dass diese Beziehung invertiert werden kann (was fiir 
schwache Quellen zumindest storungstheoretisch moglich ist), d.h. dass 



J = J($ 



ki 



(3.63) 



°°Da man mit kommutierenden Zahlen im Pfadintcgral arbcitcn will, miissen die cinzelnen Tcrmc im Exponenten (Wirkung, 
Lagrange-Dichte, Quellterme) graBmann-gerade sein, d. h. eine gerade Anzahl von grai3mann-wertigen Faktoren entlialten. 
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Als effektive Wirkung bezeichnet man die Grosse 



r[$ki] := 










' ) J=J(<E'ki) 



(3.64) 



Das ist eine Legendre- Transformation, ahnlich derjenigcn, mit der man in der klassischen Mechanik von 
der Lagrange-Funktion zur Hamilton-Funktion iibergeht. Man kann zeigen (fiir die 2-Punkt-Funktion: siehe 
Ubungsaufgabe I20p , dass die effektive Wirkung das erzeugende Funktional fiir die eigentlichen oder einteil- 
chen-irreduziblcn Diagramme ist 



^ — / d'^xi . . . d'^Xn r(")(xi ...Xn) $ki(a;i) • ■ • $ki(a;„) . 



(3.65) 



Das sind diejenigen Diagramme, die durch Aufschneiden einer einzigen inneren Linie nicht in zwei unzusam- 
menhangende Diagramme niedriger Ordnung zerfallen (siehe Abbildung ll8p . 



OKI 



e 



(a) 



(b) 



Abb. 18 : (a) Ein 1-Teilchen-reduzibler Graph, der entlang der gestrichelten Linie aufgeschnitten werden 

kann. (b) Ein 1-Teilchen-irrcduzibler Graph (in 2. Ordnung Storungstheorie fiir die <I>^-Theorie) . 



Die zusatzliche Bedeutung der effektiven Wirkung folgt aus einer Beziehung, die wir erhalten, wenn wir die 
Definition p.64|) nach dem klassischen Feld funktional differenzieren 



ki 



^4 SW[J] SJjy) 
^ 6J{y) <5$ki(a;) 



d^y7|^$M(y)-J(x) 
d$ki(a;) 



-J(x) 



(3.66) 



Zuerst haben wir dabei die Kettenregel und danach Gl. (I3.62[) verwendet. Wenn die aussere Quelle verschwindet, 
haben wir also 



5r[$ki] 


= 0, 


(5$ki 


J=0 



(3.67) 



was das exakte Gegenstiick zur Bewegungsgleichung fiir das klassische Feld ist. Der Unterschied ist aber, dass 
r[$ki] alle Quantenkorrekturen enthalt, was den Namen "effektive Wirkung" erklart. In Analogic zur Ther- 
modynamik kann man — VF[J] als Vakuum-Energic in Abhangigkeit von der ausscren Quelle verstehen und die 
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effektive Wirkung r[<I'ki] als Analogon zur gibbschen freien Energie, deren Minimum den dynamisch stabilsten 
Zustand des Systems bestimmt [fll. Das Studium der efFektiven Wirkung erlaubt uns also, den Grundzustand 
des Quantensystemes untcr Einschluss aller Quantenfluktuationen zu bestimmen. Das ist besonders einfach, 
wenn die Losungen von Gl. p.67p konstant sind, weil man dann nur das Minimum einer Funktion und nicht 
eines Funktional studieren muss: 



kl 



const. 



kl 



-V • V,s ($k 



(3.68) 



Hierbei ist V das Raum-Zeit-Volumen und Vcs das effektive Potential. 

Wie kann man die effektive Wirkung berechnen ? Neben der Storungstheorie steht uns noch die semiklassis- 
chc Entwicklung zur Verfiigung, die wir in den ersten beiden Teilen der Vorlesung bereits mehrfach verwendet 
haben. Auch hier beruht sie auf einer Anwendung der Methode der stationaren Phase auf das Funktional- 
Integral 



Z[J] 



exp 



Die stationare Feldkonfiguration erfiillt (55[$, J]/5^ = , d.li. 

(□ + m2) $o(a;) + V^'($o) 



J{x) 



(3.69) 



(3.70) 



und wir nehmen an, dass die Losung $o = ist fiir J = . In fiihrender Ordnung in einer /i- Entwicklung ist 
das Funktional-Integral (I3.69P durch den Wert des Integranden an der stationaren Konfiguration gegeben: 



Z^°\J] = exp ^5[$o] + ^ j d^xJ{x)^o{x: 
Nach Gl. p.62p ist das "klassische Feld" in dieser Ordnung durch 



exp 



h 



$g)(a;) = $o(x)+ J d^yj{y) 



SJ{x) SJ{x) 



(3.71) 



(3.72) 



gegeben. Hierbei wurde die Kettenregel verwendet und die Tatsache, dass 5'[$,J] bei $0 stationar ist. Damit 
folgt das einleuchtende Ergebnis, dass die effektive Wirkung fiir h — gleich der klassischen Wirkung ist: 



kl 



5[$k 



(3.73) 



Die Quantenkorrekturen werden - wie iiblich - durch Fluktuationcn um die stationare Konfiguration erzeugt. 
Wir setzen 

<P{x) = <!>o{x) + Vh (j){x) (3.74) 



und erhalten 



Z[J] 



exp< I 



Z — / ™ I 



m>3 



(3.75) 



Offensichtlich sind die quadratischen Terme in cf) die fiihrenden in einer systematischen Entwicklung nach 
Potenzen von h . Wir werden sehen, dass die quadratischen Fluktuationcn auf Einschleifen-Diagramme fiihren 
und es ist nicht schwer abzuleiten, dass allgemein die ft-Entwicklung eine Entwicklung nach Schleifcn ist. 



Siehe, z. B., Peskin & Schroeder, chapter 11.3. 



130 



Kapitcl 3 : Fcldthcorie 



Wir woUen nun die Einschleifen-Korrektur zur klassischen Wirkung berechncn. Aus Gl. p.75p erhalten wir 
mit Hilfe des iiblichen gaufischen Integrals 



I?0 exp-! 



d^x (f>{x) [ □ + + V'i^o) ] (l>{x) 



const. 



X'eti/2(n + m2 + y"($o)) 



(3.76) 



Die Konstante konnen wir als Wert des Integrals fiir V — schreiben, da die Normierung des erzeugenden Funk- 
tionals nicht benotigt wird. Auf diese Weise verschwindet die Quantenkorrektur zur efFektiven Wirkung auch au- 
tomatisch fiir verschwindende Wechselwirkung. Mit der Spur-DarstcUung der Determinante (Ubungsaufgabe 
lisp erhalten wir 



exp 



1, 



-Sp In 



1 



1 



□ + m2 - i 0+ 



oder 



T^«[J] = 5[$o, J] + i«ftSpln[l- Aj.F"($o)] 



(3.77) 



(3.78) 



Um die effektive Wirkung zu bestimmen, benutzen wir $ki = 'i'o + 0(h) . Da ausserdem S'[$, J] bei $0 
stationar ist, gilt ferner S'[$ki, J] = S[^o, J] + 0{h?) . Damit folgt 



r[$ki] = 5[$ki] + 2*^^Spln[l-Ai.y"($ki)]+0(fi' 



(3.79) 



Die storungstheoretische Entwicklung von 

-ihS^\n[l-^FV"{^^)] = Sp[Af^y"($o)]' 



n=l 



2n 



d^i . . . d^Zn Af{.zi - Z2)l^"($0(^2)) . . . F"($o(^n))AF(^„ " Zl ) V^" ($0 (^1 )) (3.80) 



zeigt, dass der Zusatzterm die Beitrage aller Einschleifen-Diagramme enthalt, die aus n Propagatoren 
iIS.p{zi — Zi+i) und n Vertizes — iF"('I>o(2^i+i)) — — *A$o('2:i+i)/2 gebildet werden (siehe Abb. [T9|) . 




+ 




+ 



Abb. 19 : Einschleifen-Korrektur fiir die effektive Wirkung in der $'*-Theorie. 

In vielen Fallen ist man nur an dem effektiven Potential interessiert, das wir welter oben bereits fiir konstante 
Felder eingefiihrt haben, das man aber auch als ersten Term einer Entwicklung der efFektiven Wirkung nach 
immer hoheren Ableitungen des Feldes verstehen kann 



r[$ki] = 



d^x 



-v;ff($ki) + ^^cff(*ki) a^$kia^*ki 



(3.81) 
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Fiir die $'*-Theorie bekommen wir, wenn "I>ki = const. 



K=ff($ki) 



1 



A 
4! 



ih 



(2^)4 



In 



1 - 



A 



(1)2 



-m"^ + 



(3.82) 



Das Schleifen-Integral ist divergent und muss durch einen Gegenterni der Form 

A B 

VGogcntcrm($kl) = ^^kl + ^*kl 

endlich gemacht warden. Die Konstanten A, B konnen dadurch festgelegt werden, dass man verlangt, dass die 
physikalische Masse und die physikalische Kopplungskonstante bei $ki = gemessen werden: 



(3.83) 



'■phys 



*ki=0 



A 



phys 



(3.84) 



*ki=0 



Ein besonders intcressanter Fall tritt auf, wenn man urspriinglich von einer masselosen Theorie startet: = 0. 
Als Renormierungsbedingung muss man dann allerdings die Kopplungskonstante bei einem Wert = M 
vorgeben 



A 



M 



Dann erhalt man [39] 



i4ff($ki) - 



- kl 



(167r)2 



kl 



In-^ 



25 
16 



(3.85) 



(3.86) 



Da dor letzte Term fiir kleine $ki negativ ist, wird das Minimum vom Ursprung $ki = weggeschoben, d.h. 
die Quantenkorrekturen der Einschleifen-Naherung haben "spontan" eine Masse erzeugt. Wegen Gl. p.66p 
bedeutet dies, dass selbst bei verschwindender ausserer Quelle J{x) ein Vakuum-Erwartungswert des Feldes 
existiert. Wie man leicht nachrechnen kann, liegt dieser Wert allerdings ausserhalb des Giiltigkeitsbereichs der 
semiklassischen Entwicklung (die Korrektur ist so gross wie der klassische Beitrag) , so dass dieser Mechanismus 
der dynamischen Massenerzeugung ungesichert bleibt. 



3.3 Quantisierung von Eichtheorien 

Die freie Lagrange-Dichte p.56p fiir Elcktronen ist invariant unter der globalen Eichtransformation 

iix) e'^^® ^ix) , i^ix) iix) e'^^ , (3.87) 

wobei ein konstanter Parameter ist und die elektrische Ladung e der Teilchen zweckmassigerweise explizit 
ausgeschrieben wird. Man kann die Eichtransformation p. 871) zu einer lokalen ausweiten 



r{x) 



ix) 



•:(x) 



ix) e' 



eeix) 



(3.88) 



wenn man ein "Eichfeld" Afj_{x) einfiihrt, das den entstehenden Zusatzterm von der Ableitung in Co kom- 
pensiert: 

Co — > C ^ uix) { - m ~ e4{x) ) iiix) . (3.89) 
Dann muss sich A^(a;) offensichtlich wie 



A^ix) — > Af,ix) + d^Q{x) 



(3.90) 
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transformieren. 

Fiigt man noch einen invarianten kinetischen Energieterm fiir das "Photonenfeld" hinzu, der hochstens 
quadratisch in den Ableitungen sein soil, ist die Lagrange-Dichte der Quanten-Elektro-Dynamik (QED) kom- 
plett: 



(3.91) 



Man beachte, dass die Photonen masselos sein miissen: ein Massenterm der Form A^A^^ wiirde die Eich- 
Invarianz verletzen. Die Wechselwirkung zwischen Elektronen und Photonen ist daher dadurch entstanden, 
dass die Phasentransformation p.87p "geeiclit" worden ist. Da die Gruppe der Transformationen p. 871) eine 
U(l)-Gruppe ist, spricht man von einer (abelschen) U(l)-EiclLtlLeorie. 

Dieses Eichprinzip kann auf nichtabclsche Eichgruppen ausgedehnt werden: Sei die Lie- Algebra einer (kom- 
pakten, halb-einfachen) Lie-Gruppe G [fl von den (hermiteschen) Generatoren erzeugt, wobei diese 




a = 1 



(3.92) 



erfiillen (iiber gleiche Indizes wird summiert). Die Konstanten /"'"^ sind die Strukturkonstanten, die die Lie- 
Algebra der Gruppe G charakterisieren. Wie beim Drehimpuls kann man die Generatoren in verschiedenen 
(Matrix-)Darstellungen angeben; wichtig sind die fundamentale Darstellung als kleinste mogliche Darstel- 
lung, nach der sich i.a. die Fermionen der Theorie transformieren, und die adjungierte Darstellung, die 
durch 

{T^bc = -^r"' (3.93) 

definiert ist. Sowohl der Feldstarke- Tensor F^i, als auch das Eichfcld A^ miissen sich unter der adjungierten 
Darstellung der Eichgruppe transformieren (siehe, z. B. Das, ch. 12.2). Es gilt 



Sp (T-T') = C2 6ab 



(3.94) 



wobei die Konstante C2 nur von der Darstellung abhangt (iiblicherweise wird C2 = 1/2 fiir die fundamentale 
Darstellung gewahlt). 



Beispiele : 

a) G = SU{2) : f 



abc 



^abc 



(total antisymmetrischer Tensor, e^^^ = 1)- In der fundamentalen Darstellung 



werden die Generatoren durch die Pauli-Matrizen dargestellt: = r°/2 mit 



Tl 




T2 




T3 



-1 , 



(3.95) 



b) G = SU{3) : Die Eichung dieser Gruppe fiihrt zur Quanten-Chromo-Dynamik (QCD), der Theorie 
der starken Wechselwirkung von Quarks und Gluonen. In der fundamentalen Darstellung werden die 



®*Fur eine Erlauterung dieser BegrifEe, siehe z. B. http://de.wikipedia.org/wiki/Liealgebra oder Einfiihrungen in die Grup- 
pcntheorie fiir Physiker, wie {Georgi}. Hier ist das allcrdings ein zu "grosses Geschiitz", da wir im Folgcnden nur die Gruppe der 
unitaren Transformation U von Af-dimensionalen Vektoren mit det U = 1 (also spurlosen Generatoren), genannt SU{N), betrachten 
werden. 
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mit 



Ai 















E 


-1 






























-3 


/ 


^0 


i 






A4 



As = ^ 1 



.(3.96) 



Die Strukturkonstanten /"^^^ sind total antisymmetrisch und die einzigen nicht-verschwindenden Elemente 
haben (wie aus der Darstellung p.96|) zu entnehmen ist) die Werte 

^123 ^ ^ ^147 ^ ^246 ^ ^257 ^ ^345 ^ 1^ ^156 ^ ^367 ^ ^458 ^ ^678 ^ ^3 ^ 



Allgemein hat man 



Generatoren fiir SU{N) . 



(3.98) 



Das Fermionfeld taucht jetzt in N Spezies auf , zum Beispiel gibt es 2 Zustande des Nukleons - Proton und 
Neutron ~ bei Isospin SU(2), 3 farbige Quarks bei der Farb-SU(3) . Es transformiert sich nach der fundamentalen 
Darstellung 

I yjx) ^ exp(-»ge°r°) r'(x), \ ^'{x) = , (3.99) 

wobei r° eine Matrix-Darstellung der Generatoren ist. Die freie Lagrange-Dichte (|3.56p (in der jetzt m eine 
Massen-Matrix darstellt) ist wiederum invariant unter der globalen Transformation (I3.99p . aber nicht mehr 
unter der lokalen Eichtransformation 



iix) = exp[-i5e°(a;)r''] ir'{x) . 
Zur Kompensation benotigt man ein Eichfeld (x) , a — I . . .n , das sich wie 

Alix) = Alix)+gr''^e\x)A';:ix) + d^Q'^{x)+OiQ^) 
unter einer infinitesimalen Eichtransformation transformiert. 



(3.100) 



(3.101) 



Beweis: Wir schrcibcn die Eichtransformation ]3. lOOI I als 

'tp{x) = U{x)i '{x) mit U(x) = ^-igS'^MT'^ _ uUx)U{x) = U{x)U^(x) = 1 



(3.102a) 



und fiilircn wieder ein (matrixwertiges) Eichfeld _A^{a:) ein, das die zusatzlichen Termc Icompcnsicrcn soli, die durch die lokale Eichtrans- 
formation der frcien fermionischen Lagrange-Dichte entstanden sind 

C{d',4-,A) = [7" - ff-4M ) - ™] = d-'uUx){l'" liU{x)d^ +i{d^,U{x)) - gA^^Uix)] - mUix)^/,' 

= C{J-', :r',A') + ir'-y'' [i (^U^ d^^Uix)") + gA'^ - gU^ {x)A^,Uix)j (/-' . (3.102b) 

Um die unerwiinschten Terme wegzuheben, muss sich das Vektorpotential A/^ also wie 



A^ = U{x)A'u\x) + - (d^U(x)) U^{x) 

g 



(3.102c) 



transformieren. Fiir die abelsche Theorie stimmt dies mit Gl. ]3.90t iiberein (dort haben wir die Kopplungskonstante mit e bezeichnet). 
In einer nichtabelschen Theorie schreiben wir 

A^Ax) =: Al(x)T°' (3.102d) 
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und bcschrankcn uns auf infinitcsiinalc Transfonnationcn (was bci Lic-Algcbrcn immcr moglich ist) U{x) ^ 1 - igQ'' (x) T'' O {Q^ ) . 
Dann crhaltcn wir aus Gl. l |3. 102c| > 

^ar^a ^ A'^Jt'' - ige''(x)T''A''jT'' +igA''jT''e''{x)T'' + d^,0''(x)T'' 

= A-'^T' +d^0''(x)T'' ^tge^x) [t^T''] A-;:; = A^'t" + a^e''(i;) T" + g/'""^e''(x) A^l' T'= . (3.102o) 

Wcnn wir im Ictztcn Term a -f-^ c vertauschcn und /'"^'^ — /*^^^ vcrwcndcn, crhaltcn wir Gl. I 13.1QH . 



Wenn wir noch einen invarianten, kinetischen Term fiir die Eichfelder hinzufiigen, ist die Lagrange-Dichte einer 
nichtabelschen Eichtheorie also durch 



nichtabclsch " 



gegeben, wobei 



die kovariante Ableitung ist. In Komponentenforni lautet sie hier 



(3.103) 



(3.104) 



(3.105) 



wobei ( r° die Matrix-Darstellung des Generators in der fundamentalen Darstellung ist. Man beachte, 
dass z. B. in SU (N) : j, k — 1, . . . N , wahrend a, b von 1 bis n = A*"^ — 1 laufen. In der adjungierten Darstellung 
p.93p haben wir 

( D^{x) r' ^ 5°" + gr'^ ^^(x) (3.106) 
und daher konncn wir das Transformations- Verhaltcn des Eichpotentials p. 1011) cinfach als 



(3.107) 



A^ix) Al{x) + dAl{x), 6Alix) = {D,{x)r'' Q'^ ^ iD,{x)er 
schreiben. 

Den Feldstarke- Tensor bestimmt man aus der Beziehung 

[D^,D,] = tgT^, = (3.108) 

und findet 



F^. = d,A:~d.Al-gr'"^A''^At 



(3.109) 



Er ist jetzt nichtlinear in den Vektorpotentialen - daher tragen die Eichbosonen im Gegensatz zum abelschen 
Fall "Ladungen" (z. B. Farbe) und wechselwirken miteinander. 

Dass der kinctischc Term fiir die Eichbosonen cichinvariant ist, sieht man aus dem Transformations- Verhalten der kovarianten Ableitung: 
Diese ist so konstruiert wordcn ist, dass i \iip — m)^r invariant unter der Eichtransformation (I3.102at ist, d. h. 



D^{x) U(x)D^(x)U\x) . 



(3.110a 
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Dann transformicrt sich Gl. I l3.108t wie 

^M^(^) — >■ -- [U{x) D^{x)uHx) , U{x) D^{x)U^{x)j = U{x) ^D^{x), D^{x)^ u\x) = Uix) J^^ „^{x) u\x) (3.110b) 



und dcr kinctischc Term fiir die Eichbosonen 
1 



andcrt sich tatsachlicli nicht (hierbci wurdc zuletzt die zyklischc Vertauschbarkeit von einzelnen Faktorcn in der Spur vcrwendet) 



(3.110c) 



Wie bereits erwahnt, treten in der Quantisierung von Eichtheorien Schwierigkeiten auf, weil Eichfelder physi- 
kalisch Equivalent sind, wenn sie durch eine Eichtransformation p.lOll) verbunden sind. Da dies nicht an 
die Existenz der Fermionen gebunden ist, betrachten wir zunachst die reine "Yang-Mills-Theorie" ohne 
Fermionen. Das erzeugende Funktional ware naiverweise 



Z™[J] = J VAl{x) exp i J d^x{C + r^A'' 



(3.111) 



Speziell im freien Fall ( <? = ) ist der Feldstarke- Tensor gleich dem abelschen und nach einer partiellen 
Integration habcn wir 



Z™[J] = j VAl{x) exp I i j d^x ^ ^ 
Nach dem iiblichen Schema der quadratischen Erganzung wiirden wir 

erhalten, wobei 

ab r4 



Kli^, y) = S""" S%x - y) {g^^U - d^d'') 



(3.112) 



(3.113) 



(3.114) 



invertiert werden muss. K besitzt jedoch kein Inverses: es gibt Eigenfunktionen ki, exp{ik ■ x) mit Eigenwert 
! (Eine andere Moglichkeit, dies einzusehen, ist zu zeigen , dass K ein Projektions-Operator ist, der die 
transversalen Freiheitsgrade des Eichfeldes herausprojiziert). Daher verschwindet VetK und das bisherige 
Verfahren, die Feynman-Regeln abzuleiten, ist nicht anwendbar. 

Diese Schwierigkeit riihrt daher, dass wir iiber alle Konfigurationen des Eichfeldes im Pfadintegral sum- 
miert haben, auch iiber solche, die durch Eichtransformationen verbunden sind. Diese sind redundant, d.h. 
unphysikalisch. Wir miissen den (unendlichen) Beitrag solcher Konfigurationen aus dem Pfadintegral heraus- 
dividieren, d.h., um eine Eichtheorie zu quantisieren, muss man die Eichung fixieren. Dies kann durch eine 
Bedingung 

(A^) - h^{x) (3.115) 

geschehen, wobei der Index O die gewahlte Eichung mit Eichparameter Q anzeigen soli. Der entscheidende 
Schritt ist nun, das Pfadintegral fiir das erzeugende Funktional mit einer " 1 " in der Gestalt 



AppiA) / ve{x) s [ n (a;^(x)) - h{x) 



(3.116) 



zu multiplizieren, wobei 



n 

ve{x) =l[l[de^{x,) 

a=l j 



(3.117) 
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das invariante Funktional-Mass ini Gruppenraum ist (fiir SU{2) z. B. bedeutet das Funktional-Integration iiber 
die 3 Eulerwinkel, mit denen die Gruppe parametrisiert werden kann) und 



a=l j 

die funktionale (5-Funktion. Der Faddcev- Popov- Faktor App ist durch 



(3.118) 



AppiA) = Vet 



(3.119) 



gegeben, wobci die Deterniinante auch im Gruppenraum zu nehmen ist. 



Vertiefung 26: Zweidimensionales Beispiel[f5 

Nchmcn wir an, dass in dcm Integral 



= 1^ (fr cxp[iS(r)] (3.120a) 



die "Wirkung" S nur vom Radiusvektor r in r — {r, cp) abhangt. Dann ist der Integrand invariant unter einer Rotation r ^ = {r, ip + Q) 
um einen fcsten Winkel G. Natiirlich wiirdc man diese Invarianz sofort benutzen, um die (^-Integration auszufiihren, was cinen Faktor 27r 
ergibt. Nciimcn wir jcdocii an, dass cs nicht gclingt, den "relcvanten Frcihcitsgrad" (hier den Radius r) sogleicii zu identifizieren, so ist es 
trotzdem moglicii, den Bcitrag dcs nichtrclevantcn Freiheitsgrades [ip) im Integral hcrauszufaktorisieren: wir fixieren den Rotationswinkel 
G durch die Nebenbedingung 

n (r^) = h = const. (3.120b) 

und intcgricrcn iiber allc Rotationswinkel. Wegcn der Bezichung S{F{x) — h) — S{x — Xi)/\F {xi)\ , wobci F{xi) — h erfiillt, haben wir 
also 



= A(r) 1^ dO 5 (« (r'"') - ft) , mit A(r) = ^ 



(3.120c 



e=eo 

wenn die Gleichung ^ ( ) — genau einc Losung Gq hat. Daher erhalten wir fiir das Integral in Gl. i3. 120at 



Z = J cie I' e'^<'^' A(r) 5 (r*^^) - /i) , (3.120d) 
' . ' 

wobci jetzt unabhangig von Q ist. Dies zeigt man durch Rotation um einen andcren Winkel G': 

Z^' = I'd^re*^*"' A(r)5 (r^') - ft) . (3.120c) 

Der Faddcev-Fopov-Faktor ist nach Konstruktion unahhangig vom Rotationswinkel, genauso wie die "Wirkung" S. Wenn wir daher 
r® — (r, -1- G') — : (r, ip') — r' als neue Integrationsvariablc wahlcn, erhalten wir 

Z^' = J d^r'e*^'"'' A(r')<5(«(r') -g) = Z^'^=° (3.120f) 

und wir konnen die Winkelintegration ausfiihren, d.h. den Bcitrag der nichtrclevanten Freiheitsgrade herausfaktorisieren 

Z = 27r • Z^=° . (3.120g) 

Die Wahl der Nebenbedingung ist cbenso beliebig, wie die der Konstanten g: wir miissen nur sicherstcllen, dass der Drchwinkel Q 
eindeutig fixiert wird. Ein (triviales) Beispiel ist 'H(r®) — -f G ^ ft, was fiir alle r den Polarwinkel fixiert und zu A(r) — 1 fiihrt. 



Zusatzlich ist also angenommen, dass es zu jedem 9° genau ein Eichfeld A" gibt, das die Eichbedingung 
(PlTSl) erffillt0 Wenn wir jetzt in der Pfadintegral-Darstellung des erzeugenden Funktionals 

Zo^[J] = f DO fvA^ App{A^) ejip[iSo[A^^]+i{J,A^)]S[H{A^)-h{x)] (3.121) 



69Cheng & Li, p. 250 - 252 

^"^Nichtperturbativ ist dies i. a. nicht gegeben, was man als Gribov-Ambiguitat bczcichnet. 
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eine Eichtransformation durchfiihren, dann sind sowohl die Wirkung Sq [A] als auch der Faddeev-Popov-Faktor 
App und das Integrations-Mass invariant. Wenn wir nur eichinvariante Grossen betrachten, dann konncn wir 
auch im Quellterm 

(J,A®) = f d^xr^{x)A'^^{x) (3.122) 



durch A^ ersetzen0. Wir erhalten daher durch eine Um-Eichung 

Z™[J] = J DQ J VA"^' AppiA^') e^p(tSo[A'^']+tiJ,A'^')^s[HiA'^')-h{x) 

= const, f VA^' App{A^') exp (iSo[A^'] + i{J, A^' )^ S - h{x)] , (3.123) 



weil jetzt die Integration iiber die Eichparameter ausgefiihrt werden kann. Dies ergibt nur einen (unendlichen) 
Faktor, der bei der Berechnung der greenschen Funktionen herausfallt. Auf diese Weise haben wir iiber alle 
Konfigurationen integriert, die nur durch eine Eich- Transformation auseinander hervorgehen. 

Da die Funktionen h°'{x) in der Eichfixierung (j3.115p behebig ist, kann man dariiber mit dem Gewicht 



exp(^-^ j d'^xh'^ix) h''{x)^ 



(3.124) 



funktional integrieren, wobei A ein behebiger Parameter ist. Auf diese Weise wird die Eichfixierung ein Teil der 
Lagrange-Dichte und man erhalt 



Z^^[J] ^ const, y" VAVci 



SHajA) 

SQ 



exp 



Co-^n^{A) + r>'A''^ 



(3.125) 



Demselben Zweck dient die Darstehung der Determinante (des Faddeev-Popov-Faktors) als Integral iiber 
fiktive, antikommutierende Felder \"{x),\"{x) 



Vet 



SH(A) 
SQ 



wobei 



J 'D\{x)'D\{x) exp i J d'^x d'^y \" {x)Kab{x,y)\''{y) 

sna{A{x)) 



Kabix,y) 



(3.126) 



(3.127) 



ist. Dies sind die "Faddeev-Popov-Geister" - skalare Felder, die wie Fermionen antikommutieren. 

Wie bestimmt man den Kern K in Gl. (|3.127p ? Wir wissen, wie sich das Eichfeld unter einer infinitesimalen 
Eichtransformation verhalt (siehe Gl. p.lOip ). Wenn wir zur Vereinfachung nur lineare Eichfixierungen 

7^"(A) = A^ix) (3.128) 

betrachten (wobei T-L^ auch ein Operator sein kann), erhalten wir 

Kab{x,y) = (^pbcA-^^^^^Sab-^Q^ S^*\x - y) = i^'' {D^ixyr' 5^^\x - y) , (3.129) 



wobei D^{x) die kovariante Ableitung - jetzt in der adjungierten Darstellung p.l06p - ist. Den Faktor g ^ 
konnen wir durch eine Umdefinition der Geist-Felder aus Kab herausnehmen und finden somit 



"^(JjA) ist nicht cichinvariant. Dahcr sind auch grccnschc Funktionen nicht cichunabhangig, sondcrn nur S-Matrixelemente. 
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Z^^[J] = const. / VAV\V\ exp ^ i I (fx 



exp < I 



ab h 



(3.130) 



Die kovariante Ableitung in der letzten Exponentialfunktion enthalt auch einen Term der Ordnung der 
eigentlich ein Teil der Wechselwirkung ist und kann daher durch dp, 6ab ersetzt werden. 



Anmerkungen : 

a) In abelschen Theorien (wie der QED), in denen die Strukturkonstanten f'^'"^ = sind, koppeln die 
Geister nicht an das Eichfeld und sind daher nicht relevant. 

b) In einer nichtabelschen Theorie (wie der QCD) koppeln sie im allgemeinen an die Eichfelder (Gluo- 
nen), allerdings erst in 0{g) . 

c) In einer kovarianten Eichung 

- dp (3.131) 

erhaltcn wir nun nach partieller Integration fiir das freie, erzeugende Funktional (die Geister konnen sofort 
ausintegriert werden und tragen nur zur Konstante bei) 

^1 , / ,„„ 1 



Zo[J] — const, y VA cxp |i J d 

= const.'cxpj-^ J d^x d^y J^'{x)ApAx,y)r{y)^ 



J'^A,. 



wobei der Kern 



s^^n. - 1 - 



A^p{x,y) = gi^S\x-y) 



(3.132) 



(3.133) 



erfiillt. Das kann jetzt im Fourier- Raum invcrticrt werden und man erhalt den Propagator fiir die Eich- 
bosonen 



1 



^0^ 



(3.134) 



Wahlt man den Eichparameter A = 1 , dann arbeitet man in der Feynman-Eichung, fiir A = in der 
Landau-Eichung. In nichtabelschen Eichtheorien bekommt der Eichboson-Propagator p.l34p zusatzlich 
einen Faktor Sab ■ Physikalische Observable wie Wirkungsquerschnitte, Massen, Zerfallsraten miissen un- 
abhangig vom Eichparameter A sein, was ein notwendiges Kriterium fiir eine korrekte Rechnung darstellt. 
Greensche Funktionen dagegen sind i. a. eichabhangig (siehe z. B. die Gleichungen p.l37a|) und (j3.137bp '). 

d) Den Propagator der Geister in einer kovarianten Eichung kann man direkt aus dem relevanten Teil im 
freien erzeugenden Funktional bekommen, wenn man dp {Dpf = (5afc □ + 0{g) benutzt. Aus 



V\ Vy exp 



d'^x \ " {x)SabO\'-' (x) 



liest man 



ab. 



Afp{k) = -5ab 



1 



(3.135) 
(3.136) 
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e) Es gibt Eichungen, in denen der Faddeev-Popov-Faktor unabhangig vom Eichfeld ist, und in denen daher 
keine Geister auftreten, z.B. die axiale Eichung n'^A'^ = 0, ( ist ein raumartiger Vektor) oder die 
temporare Eichung Aq = . Diese Eichungen fiihren jedoch zu einem komphzierteren Ghion-Propagator 
und sind nicht exphzit kovariant. 



Vertiefung 27: Infrarot-Problem 



Quantisicrtc Eichthcoricn habcn nicht nur cin Divcrgcnz-Problcm bci hohcn Encrgicn in dcr Bcrcchnung von Schlcifcn ( "Ultraviolett- 
Problem"), das durch Renormierung bchandclt (vicllcicht kann man sogar sagen "gelost") wird, sondern wegen der Massclosigkoit der 
Eichbosoncn auch bei schr klcincn Encrgicn ("Infrarot-Problem"). Dies zeigt sich unter anderem daran, dass die fermionischcn vollen 
greenschen Funktioncn cigcntlich nicht mchr cincn cinfachcn Pol, sondern einen Verzweigungs-Punkt bei — haben. Man kann das 
in der QED an Hand dcr Bloch-Nordsieck-Naherung studicrcn, die die Spin-Freiheitsgrade des Fermions drastisch beschneidet, den 
Einfiuss encrgic-armer ( "weicher" ) Pliotonen aber richtig wiedcrgibt^] und man erhalt (Ubungsaufgabe [25J 

^^^P^ = T-2 2 nM+. ' (3.137a) 



mit dcm eichabhangigen Exponenten 

K = — (3- A) . (3.137b) 

Ein physikalisches Elektron ist also immer von einer Wolkc von (schr wcichcn) Photoncn umgcbcn (ahnlich wie im Polaron-Problem 
das nackte Elektron von einer Wolke von Phononen, die aber feste Frequenz — Masse besitzen) und die LSZ-Reduktionsformeln sind 
also eigentlich nicht anwcndbar. Man bchilft sich damit, dass man den Photoncn cine kleine Masse fi gibt und auch Prozesse mit sehr 
weichen Photoncn mitnimmt {inkoharcnt aufsummicrt), die wegen dcr endlichen Energie-Auflosung A.E des Detektors vom eigentlichen 
Endzustand nicht unterschieden werden konnen. Das Bloch-Nordsieck-Theorem garantiert dann, dass der Grenziibergang — J- im 
Endergebnis vollzogen werden kann, und dass im wesentlichen die Photonmasse durch die Energie-Auflosung ersetzt wird. 
Perturbativ kann man dies auch in nichtabclschen Theorien wie der QCD machen, umgeht damit aber nur teilweise das Problem des 
"Einschlusses (Confinement)'' von Quarks und Gluonen, die weder im Anfags- noch im Endzustand frei auftauchen. Zur Behandlung 
der Infrarot-Divergenzen in diesem Fall siche {Muta}, chapter 6. 



Das voile erzeugende Funktional, einschliesslich der Fermionen und mit den Wechselwirkungen, lautet 



wobei 



Co - -^a; 



(3.138) 



(3.139) 



die freie Lagrange-Dichte ist (d.h. ahes, was quadratisch in den Feldern ist), wahrend C die Kopplungen 
enthalt: 

2 

£' = -^gtl'T^^ir + gr'"'\"\''d ■ A'' + ^f"'"' {d^^Al - d^A^) A'^'^A'"' - ^f'''"'f'"^''A''^AlA'"^A''%3A40) 



(a) 



(b) 



(c) 



(d) 



Dies bestimmt die Vertizes der Theorie und ist in Abb. [20] dargesteht. Man beachte, dass die verschiedenen 
Vertizes alle nur durch eine Kopplungskonstante g festgelegt sind. 

Daraus (und mit den abgeleiteten Propagatoren) lassen sich nun ohne weitere Schwierigkeiten die Feynman- 
Regeln, etwa der QCD, ableiten F^. 



^^In dieser Naherung werden die Dirac-Matrizen fiir das Elektron durch einen konstanten Vierervektor ersetzt (im wesentlichen 
die Geschwindigkeit), da sich diese in Prozessen mit energiearmen emittierten und absobierten Photonen kaum andcrt. 
''^Siehe, z. B., Cheng & Lee, chapter 9.2 . 
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(a) (b) (c) (d) 

Abb. 20 : Vertizes einer nichtabelschen Eichtheorie (wie der QCD) nach Gl. p.l40p . Die durchgezogene 
blaue Linie stellt die Fermionen (Quarks) dar, die gestrichelte blaue Linie die Faddeev-Popov- 
Geister und die roten Spiral-Linien die Eichbosonen (Gluonen). Die Ordnung der Vertices in 
Potenzen der Eichkopplung g ist ebenfalls angegeben. 



Vertiefung 28: BRST-Symmetrie 



Dass dies eine in alien Ordnungen konsistente, renormierbare Thoorie ergibt, verdankt man einer Synimetrie, die die cichfixicrtc, nichta- 
belsche Lagrange-Dichte mit Geist-Feldcrn an Stelle der klassischcn lokalen Eichinvarianz besitzt: und zwar ist in kovarianter Eichung 

C — Cf + Cg + Ceich + Cfp 
Cf = -m) .(x) , Df, (x) = 9^, + T°A", (x) 

£g = f;^ = a^A'::-a^Al-gf'""'A''^Al 

C.^aH = "^(^''^^)'' Cfp = x'' d" iD^ix)r'' x' (3.141a) 
invariant unter der Becchi-R,ouet-Stora-Tyutin (BR.ST)-Transformation: 

sx = 5v° = -f-•r''"Y^Y^ (3.141b) 

wobei Lu- ein gr assmann- we r tiger, konstanter Parameter ist. Man findet f Ubungsaufgabe |26l l 

5{D^xr = S{r'"'xx) = (3.141c) 

und 

(5(a^A^") - 0, (3.141d) 

wcnn die Bewegungsglcichung fiir das Geisterfeld x" vcrwendet wird. Das bedcutet, dass cine zwcimaligc Anwcndung der BRST- 
Tr an s for mat ion auf Eich- und Gcister-Felder Null ergibt 

6261^"^ ^ , (3.141c) 

wobei — A^, \" , y" sein kann und die beiden Transformationen untcrschiedlichc Parameter haben durfcn. Diese Transformationen 

bewirken folgende Anderung der Lagrange-Dichte 

SC - -0^ D^x 'l , (3.141f) 

also eine totalc Ableitung und zcigcn daher die Invarianz der Wirkung. 

Es ist vorteilhaft, den eichfixierenden Term in der Lagrange-Dichte durch ein Hilfsfeld 

B-'ix) = jd'^Alix) (3.141g) 
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darzustcllcn {wicdcr cine Anwcndung dcr "Aufhcbung dcs Quadrats", odcr dor Hubbard-Stratonovich-Transformation!) 

cxpj-^yd^a; ^ const. J VB(x) cxp i^i jd^x ^^B"" {x)B'' {x) + A^{x) B"" (x)]^'^ . (3.141h) 

Dies erlaubt cs, die Landau-Eichung (A — 0) direkt zu wahlen und vereinfacht die BRST- Transformation < |3.141bl zu 

,5A^ ^ .j{D^\ y, 6ih ^ -ig \' T"- il^uj 

Sx" ^ -B"" , Sx' ^ -| y^y'' cj , SB"" ^ 0. {3.141i) 
Dcr Nachwcis dcr Invarianz ist dadurch cinfachcr (siche Ubungsaufgabe [26j . 

Nach dem Nocthcr-Thcorem (siehc Kapitel |1.8| l ist mit der BRST-Invarianz ein erhaltcncr Strom 

•/r""^ = \ ' + -B" ^" - ^f"" (^f-v" ) X" (3.141j) 

vcrbundcn und das raumlichc Integral iiber die 0-te Komponentc definiert eine erhaltene "Ladung" (^^^f^-ST^ quantisierten Thcorie 

der Generator der BRST-Transformation ist. Wir nehmen an, dass die BRST-Symmetrie nicht "gebrochen" ist, d.h. dass nicht nur die 
Lagrange-Dichte (oder dcr Hamilton-Operator) unter der Transformation unverandert bleiben, sondern auch die physikalischen Zustande: 

^-^^Q |phys) ^ (^1 - i^'Q^^^^^ | phys ) ^ | phys ) 

^ Cf^^'^ I phys) - 0. {3.141k) 

(Dies ist eine notwcndige Bcschrankung fiir die Zustande im Hilbcrt-Raum der Eichthcorie und offcnsichtUch am bestcn in dcr Sprachc der 
kanonischen Quantisierung zu formulieren: das Pfadintcgral kennt keine Zustande!) 

Das kann man benutzen, um zu zeigcn, dass die zu der Lagrange-Dichte hinzugefiigten Terme zur Eichfixicrung und fiir die Geister 
keinen Beitrag zu physikalischen Matrix- Element en der Theorie liefern (Nair, ch. 12.4). Dazu definieren wir die grafimann-wertige Grosse 

H := -a'^x'" - ^ \" (3.1411) 

und finden durch Anwenden dcr BRST-Transformationen ]3. 141i| l , dass 

SE :^ S \-d^x" ^ ^'d^B^Al-d'^^^iD^xr -^{-^■B'')B'' ^ ^ (C^ich + C^p) 



I ^' (J 



e]^ , (3.141m) 



d.h. dass die zu der ursprhglichen Lagrange-Dichte hinzugefiigten Zusatzterme als BRST- Variation geschrieben werden konnen. Die 
Aquivalenz im letzten Term von Gl. ) |3. 141rni l kommt daher, dass in der quantisierten Thcorie die Variation cincs grafimann-wertigen 
Operators 

^^Q^nST ^^_,^^^UnST ^ g_^.^^^BRSTg_.g^^BRST ^ g + qBRST g _^ ,^ g ^^BRST _ g + |-^-,BRST ^. ^ + 5^, (3.141„) 

durch den Anti-Kommutator mit dem Generator ausgcdriickt wird.. Damit ist 

(phys| £„ieh +£fp |phys') = i ^ phys | [ q''''^'^ , E ] ^ | phys') = (3.141o) 

zwischen bchcbigcn physikalischen Zustandcn, was bcdcutct, dass die hinzugefiigten Terme zu physikaliselien Prozessen nielits beitragen. 

Die BRST-Invarianz hat auch Beziehungen fiir greensche Funktioncn zur Folgc, die fiir die Renormierbarkeit der Theorie von entschci- 
dcndcr Bedeutung sind. Diese sind als Ward- oder Slavnov-Taylor-Identitaten bekannt und z. B. in Das, ch. 12.5 skizziert. 



3.4 Weltlinien-Formalismus und Spin im Pfadintegral 



In diesem Kapitel woUen wir die effektivc Wirkung in der Einschleifen-Naherung mit Hilfe eines quantenmech- 
anischen Formalismus studieren, der in letzter Zeit wieder an Bedeutung gewonnen hat. Uberraschenderweise 
kam dcr Anstoss dazu aus der "String- Theorie" , in der neuartige Methoden der Storungsentwicklung gefunden 
worden waren, die in bestinimten Spezialfallen auf die Quanten-Feldtheorie iibertragen werden konnten 0. 
Wir beginnen wieder mit der skalaren Theorie und erinnern uns, dass die Einschleifcn-Korrcktur durch 



ki 



z;t^^ I?et(D-Hm^ + y"(^ki)) 
y ^ Pet ( □ + m2 ) 



- Sp hi 



a + m^ + V"{^ki) -iO+ 



□ - 



(3.142) 



*Siehe, z. B., 1401 . Weitere Beispiele fiir die Anwcndung der Weltlinicn-Technik findct man in 1411 . 
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gegeben ist (siehe Gl. (I3.79p ). Wir benutzen nun die Integraldarstellung des Logarithmus 



In- 



dT ■ 



-,-bT -aT 



T 



) , Re a , Re 6 > , 



um dies als 



r(i) [$ki] - const. - ^ dT i Sp exp{ -tT [ + + -iQ+]} 



(3.143) 



(3.144) 



zu schreiben. Dabei haben wir den wechselwirkungs-unabhangigen Anteil in eine (unendliche) Konstante 
gesteckt, die wir im Folgenden weglassen werden (ein konstanter Term in der Wirkung ist unerheblich) . Die 
Spur, die iiber alle Freiheitsgrade in Gl. (|3.144p zu nehmen ist, kann man aber nicht mehr einfach im Impuls- 
raum ausrechnen (wie im Fall des effektiven Potentials), well y"(<&ki) jetzt vom Raum-Zeit-Punkt x abhangt. 
Wenn wir sie jedoch als 



Spexp{...} = J d*x {x\exp{-iT[-p^p'' + + V"{^a{x))] } \x) 



(3.145) 



schreiben, sehen wir, dass dies formal das Matrixelement des Zeitentwicklungs-Operators fiir ein quantenmech- 
anisches Teilchen mit "Masse" —1/2 ist, dass sich unter Einfluss des "Potentials" V" {^]d{x)) im vierdimen- 
sionalen Minkowski- Raum bewegt. Das Teilchen startet zur "Zeit" am Raum-Zeit-Punkt x und kehrt nach 
Ablauf der "Zeit" T dorthin wieder zuriick. Auf Grund der quantenmechanischen Analogic konnen wir daher 
sofort eine Pfadintegral-Darstellung fiir Gl. p.l45|) angeben (siehe Ubungsaufgabe I2ip und wir erhalten fiir 
die Einschleifen-Korrektur zur effektiven Wirkung den Ausdruck 



ih 



dT ■ 



T 



'Dx{t) exp ■ 



dt 



1 



+ V" ($ki(x(0)) 



x{0}=x{T) 



(3.146) 



Dies nennt man die Weltlinien- oder Teilchen-Darstellung, da das System nicht mehr durch quantisierte 
Felder beschrieben wird, sondern durch Teilchen, deren Trajektorien x^(i) durch die Eigenzcit t parametrisiert 
werden. Man beachte, dass dies auch fiir die gewohnliche Zeit xq gilt, und dass am Ende iiber die End- 
Eigenzeit T integriert werden muss. Gl. p.l46p bietet die Moglichkeit, Ein-Schleifen-Rechnungen mit beliebig 
vielen ausseren Linien schnell und efhzient auszufiihren. Das liegt daran, dass der Ausdruck (j3.146l) viele 
Feynman-Diagramme zusammenfasst, die nur durch Permutation der ausseren Linien entstehen. Entwickelt 
man namlich den wechselwirkenden Teil des Exponenten etwa fiir die $^-Theorie 



dh dt2... dt,, ^iMh)) ^li{x{t2)) ■ ■ . ^lMt„)) , (3.147) 



so sieht man, dass allc Zeitordnungen der jeweiligen Wechselwirkungen darin enthalten sind. Ausserdem muss 
man keine vierdimensionalen Impuls- sondern nur eindimensionale Zeit-Integrationen ausfiihren. 

Ist dieser Formalismus auch auf Fermionen anwendbar ? Die Antwort ist " Ja" , verlangt aber eine explizite 
Beschreibung der Spin-Freiheitsgrade im quantenmechanischen Pfadintegral. Dies ist ein altes Problem mit 
vielen Losungsansiitzen. Eine Beschreibung durch Grafimann-wertige Trajektorien soil hier am Beispiel der 
Quanten-Elektrodynamik mit der Lagrange-Dichte p.9ip dargestellt werden. Wir betrachtcn nur Prozesse 
ohne aussere Fermionen, d.h. das erzeugende Funktional 



Z[J] = VAf,{x)V>ix)V,r{x) expl d^x[CQ^^{v',4^,A) + J^A^"] 



(3.148) 
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Da die Lagrange-Dichte bilinear in den Fermionfeldern ist, lassen sich diese sofort ausintegrieren und man erhalt 



Z[J] 



'DAfj_{x) Vet { — m — ej. 



exp 



J VA^{x) expj^ 



-iftSp In ( «^ 



d^x [£o(A) + J^A'^] 



e4)+ / d^x {Co{A) + J^A^') 



(3.149) 



Dabei ist C{){A) die freie Lagrange-Dichte der Photonen (wir schreiben den eichfixierenden Term nicht cxplizit 
aus). Da diese keine Wechselwirkung enthalt, konnen wir sofort die efFektive Wirkung in nulltcr und erster 
Ordnung dcr halbklassischen Naherung ablesen: 



r(o)[A] = j d^xCo{A) = J 
T^^'>[A] = ft Spin 



1 p pfj'i' 



d^x - (e2 - B^l 



iP- m + 



= — i ftSpln [1 — eiSi?^ 



(3.150) 
(3.151) 



— m + « 0+ 

Von nun an setzen wir wieder h = I und lassen den Index "kl" am Photonenfeld zur Vereinfachung der 
Schreibweise weg. E, B sind die zugehorigen elektrischen und magnetischen Feldstarken. Ausserdem haben 
wir hier T^^"^ so normiert, dass es fiir e = verschwindet. Wie man sieht, ist die effektive Wirkung in erster 
halbklassischer Naherung (oder Ein-Schleifen-Naherung) durch die fermionische Determinante gegeben, d.h. 
durch die Paarerzeugung geladener Elektronen und Positronen. In der Entwicklung des Logarithmus nach 
Potenzen der Kopplungskonstante (oder nach Potenzen des Photonfeldes) 

2n 

rW[A] = — Sp[^f^4]'" (3.152) 



treten nur gerade Potenzen auf, was man mit Hilfe der Ladungskonjugations-Eigenschaften von Feynman- 
Propagator und Vertex beweisen kann (Furry-Theorem) 0. Das ist in Abb. [2T]dargestellt. 




Abb. 21 : Einschleifcn-Naherung fiir die efFektive Wirkung dcr Quantenelektrodynamik. Die geschwungenen 
Linien stellen die Photonen dar. 

Man beachte, dass die fermionische efFektive Wirkung ein verschiedenes Vorzeichen im Vergleich zur skalaren 
Theorie in Gl. p. 1421) hat, was von der Integration iiber die antikommutierenden Felder i]j,'ip herriihrt. 
Zusatzlich tritt ein Faktor 2 auf, well jetzt zwei geladene Teilchen in der Schleife herumlaufen. 

Wir woUen nun eine Weltlinien-Darstellung der fermionischen effektiven Wirkung in Einschleifcn-Naherung 
ableiten. Dazu iterieren wir zuerst den Dirac-Operator ip— m in Gl. p.l51|) : 

r(i)[A] = -^\n[Vet {ip-m){-ip-m)] = -^ln[Vct + m^)] , (3.153) 

■^^Siehe, z. B., Itzykson & Zuber, p. 276. 
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was wegen der Relation 'Dct[p— m) = I?ct(75^5 — m) = 'Dei{—p— m) moglich ist0. Nun gilt 

= (9 + leAf + i [7^ Y] le {d^A, ~ d^A^) = {3 + leAf + '^i^i^'F^, . 
Wenn wir die Integraldarstellung p.l43p benutzen und 



(3.154) 



als "Hamilton-Operator" des Systems definieren, dann konnen wir 



(3.155) 



7 „~im^T f I 













(3.156) 



wieder formal durch das Matrixelement eines quantenmechanischen Zeitentwicklungs-Operators U{T, 0) aus- 
driikken. Das Symbol "sp" bezieht sich dabei auf die Spur iiber die Dirac-Matrizen. Wie iiblich teilcn wir die 
Eigenzeit-Entwicklung in N Schritte auf und erhalten 



Sp[/(r,o) 



sp / d X (x 



-iTH(x,p,y} 



= sp lim / d'^xi . . . d'^XN 

• eyip[-iHw{xN ,Vn ^In)^^] 
wobei xo = a; AT zu nehmen ist. Dabei ist 



exp 



N 



exp[~iHw{xi,pi,'^i)At] , 



(3.157) 



d^y (x~y-\H\x 



(3.158) 



die Wigner-Transformierte (oder das Wcyl-Symbol) des Hamilton-Operators, was - wie wir wissen - das 
geeignete klassische Analogon zum (weyl-geordneten) Quanten-Operator ist. Wir werden den Index "W" im 
Folgenden weglassen. 

Zwei wesentliche Schritte werden benotigt, um ein Pfadintegral mit Spin aus Gl. p.l57p abzuleiten [42], [43] 

1. Da die Dirac-Matrizen nicht kommutieren, ist die Ordnung der Faktoren entscheidend und man kann 
die einzelnen Exponenten nicht einfach zusammmenfassen. Wir haben daher den Dirac-Matrizen eine 
kiinstliche Zeitabhangigkeit gegeben und konnen dann den (Eigen-)Zeitentwicklungs- Operator als zeit- 
geordnetes Pfadintegral schreiben 



Sp t/(T, 0) = sp 



V'xVp ^ 



x(0)=x{T) 

fV'xVp , , , 
-(2^ exp<^-i / dt 



-I I dt[p-x + H{x{t),p{t),-i{t)y 



p-x + H(x{t),p{t), 



7" exp 



Spit) 
dtf/'{th„{t) 



p''=0 



(3.159) 



^75 = *707i7273 antikommuticrt mit alien Dirac-Matrizen und erfiillt 7g = 1. 
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Hierbei sind f)''(t) Grafimann-Quellen, von denen wir annehmen, dass sie mit den Dirac-Matrizen an- 
tikommutieren Lj. Das Zcitordnungs-Symbol T ware katastrophal fiir jede weitere Behandlung des 
Pfadintegrals, da dieses ja gerade auf der Benutzung von Zahlen und nicht auf Operatoren basiert. 
Giicklicherweise kann es in diesem speziellen Fall aber durch die Bezieliung 



YiT) = Texpj^' 



dt p^' {th,{t) 



dt2 P"itl)p„it2) 1 









= exp I 

eliminiert werden. Das kann man z. B. durch Losen der Evolutionsgleichung 

dY{T) 



dT 



= p^(TYi^Y{T) , y(o) = 1 



mit Hilfe der Magnus-EntwicklungP^I beweisen 



(3.160) 



(3.161) 



YiT) = exp^ 



dtp^{tYi„, 



dh / dt2 [p,Ah)Y,P,At2)Y] + .. 



(3.162) 



Der Konimutator liefert — 2/;^, (ii)//' (^2), was eine kommutierende Zahl ist. Damit verschwinden alle 
hoheren Terme in der Entwicklung, die durch Mehrfach-Kommutatoren ausgedriickt werden. Wir konnen 
jetzt also die kiinstliche Zeit-Abhangigkeit der Dirac-Matrizen weglassen. 



2. Die DifFerentationen beziiglich p'^' {t), die in Gl. p.l59|) verlangt werden, konnen nur geschlossen in alien 
Ordmingen ausgefiihrt werden, wenn die Variablen linear im Exponenten erscheinen. Das kann man mit 
dem Trick des "Aufhebens des Quadrates" erreichen, den wir bereits in Kapitel 11.61 verwendet haben. 
Da jedoch die p'' {t) antikommutierend sind und wir ein grafimann-gerades Objekt im Exponenten des 
Entwicklungs- Operators woUen, miissen wir das Quadrat mit einem GraBmann-Pfadintegral aufheben. 
Wir benutzen daher die Identitat 



exp ■ 



dhj dt2P"{h)p,,{t2)\ = yi^^expjy" 



dt 



V'^ exp — - 



1 



T 



dtUt)k\t) 



Die Randbedingungen fiir das Grafimann-Pfadintegral sind 



(3.163) 



(3.164) 



Die Gl. p.l63p kann man durch die Methode der stationaren Phase beweisen, die exakt fiir quadratische 
Wirkungen ist. 



Schliesslich benutzen wir die Darstellung 
expjy dtp^{tYi/ 



r„=o 



^^Deswegen schreiben wir hier auch 7^ , siehe Fussnote l66l 

^*Das ist das kontinuierliche Analogon zur bekannten Bakcr-CampbcU-HaussdorfE-Formel, siehe z. B. |44l . 



(3.165) 
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und crhaltcn 



Spf/(r,0) = spexp(-:~ 



•exp< —I 



dt 



p-i- 



r=o 



Hierbei ist 



exp f-i^ dt<,,^" 



(3.166) 



(3.167) 



ein Normierungsfaktor fiir das Spin-Integral. Man beachte, dass die Operation in Gl. p.l65p im allgemeinen 
nicht nur eine Ersetzung der Variablen T durch die entsprechende Dirac -.-Matrix ist, sondern auch eine 
Antisynimctrisierung enthalt. Beispielsweise ist 



exp 



dr ( " 



7m 



(3.168) 



r=o 



aber 



exp 



1^ .A| rr 



r=o 



r=o 



(3.169) 



Wenn wir die Spur iiber die Dirac-Matrizen nehmen, hat dies zur Folge, dass nur die "Eins" in der Reihen- 
entwicklung von exp(i- • d/dV) iibrigbleibt: es konnen hochstens Terme mit bis zu vier F's auftreten, die Spur 
iiber eine ungerade Anzahl von - -Matrizen verschwindet ebenso wie die Spur iiber Gl. (13.169^ und schliesslich 
ist sp7o7i7273 = — «sp75 = . Damit vereinfacht sich Gl. p.l66p zu 



Sp C/(T, 0) = 4 ^ Nr"" exp <! -z / dt 



p-x- -i; ■ H{p,x,!:,) 



(3.170) 



wobei wir durch die Indizes "p" , bzw. "ap" andeuten, dass periodische, bzw. antiperiodische Randbedingungen 
fiir das x-, bzw. ^-Integral zu nehmen sind. Aus Gl. (|3.155p entnehmen wir, dass der Hamiltonoperator 



eine quadratische Funktion des kinematischen Impulses 



= Pfj^- eA 



(3.171) 



(3.172) 



ist. Wenn wir im Phasenraum-Pfadintegral p.l70p die Integrationsvariable entsprechend verschieben, konnen 
wir die funktionale Impulsintegration ausfiihren und erhalten 



SpC/(T,0) = (pV'x (b Vi, Uo{T) exp { i / dt L{x,x,(^,'Cj 



(3.173) 



mit der Normierung 



AAo(T) = 



2)4 exp -- 



1 



dti-i 



W) 



- exp z 



dt W 



(3.174) 
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und der Lagrange-Dichte 



L 



(3.175) 



Wie man sieht, wird der Spin des relativistischen Teilchens durch eine Grafimann-Trajektorie l;fj,{t) beschrieben, 
liber die mit antiperiodischen Randbedingungen funktional integriert werden muss. Die Lagrange-Funktion 
p.l75p kann einfach interpretiert werden: sie enthalt kinetische Terme fiir die Bahn- und Spin-Bewegung eines 
relativistischen Teilchens, sowie eine Kopplung des Spinstromes an die elektromagnetische Feldstarke 

(nichtrelativistisch ist dies der bekannte cr-B-Term). Ausserdem beschreibt x- A{x) die iibliche Wechselwirkung 
des Konvektionsstromes mit dem Vektorpotential. 

Die effektive Wirkung der QED in Einschleifen-Naherung ist somit durch 



V'x 



V^Afo{T) expli J dtL{x,x,^,i,) 



(3.176) 



x(0)=x{T) 4-(0) = -,,v(T) 

gegeben. Es ist vorteilhaft, die Bahn in 

x{t) = a;o + y{t) , mit / dt y{t) — 0. 

Jo 

zu zerlegen und iiber den "Null-Modus" separat zu integrieren. Dann erhalten wir 

/PyPe exp(z5[y,e]) 



(3.177) 



dT ■ 



T 



d xq 



V'y 

y(o)=y(T) ao)=-i{T) 



: = (cxp(i:(S-So)> 

ViNoiT) explij^ dtLoix,x,(^,0 



(3.178) 



wobei Lq die freie Lagrange-Dichte (e = ) ist. Das freie Pfadintegral konnen wir sofort ausfiihren: auf 
Grund des Normierungsfaktors (I3.174P ist das Spin-Integral eins, und das funktionale y-Integral das eines freien 
Teilchens mit Masse —1/2 (1/2) fiir die zeitliche (raumliche) Komponente. Aus Gl. (|1.50|) erhalt man daher 



V'y 



y{0)=y{T) i;(o)=-«(T) 
Wenn wir die effektive Wirkung als 



Vi, Afo{T) explij dt Lo{x, i, 



1/2 / 1/2 



2TTiT V 2TTiT 



schreiben, dann ist also die erste Quantenkorrektur zur klassischen Lagrange-Dichte durch 



dT 









T3 


y CXp < 





y.A+-F^,^'^e 



(3.179) 



(3.180) 



(3.181) 



gegeben. Die Mittelung ist dabei wie in Gl. p.l78|) als Verhaltnis des Pfadintegrals mit Wechselwirkung zu 
dem freien Pfadintegral definiert. 
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Beispiel : Die Euler-Heisenberg effektive Lagrange-Dichte 

Wir betrachten den Fall eines konstanten elektromagnetischen Feldes , wofiir die Fock-Schwinger-Eichung 



My) = ^y'^-A^ 



(3.182) 



am geeignetesten ist. Die Wirkung ist dann sowohl in den bosonischen (b) wie in den fermionischen (f) 
Komponcnten quadratiscli und kann als 



geschrieben warden, mit 



dt^ 2 dt 



4^ dt 2 



S{t- t') 
Sit- t') . 



(3.183) 

(3.184) 
(3.185) 



Man beachte, dass Ob — —idOf/dt gilt, was Ausdruck einer Supersymmetrie zwischen bosonischen und 
fermionischen Komponenten ist |45j . 

Da das Pfadintegral (|3.18ip jetzt ein gaufisches ist, konnen wir alle Funktional-Integrationen sofort ausfiihren 
und erhalten 

1/2 



dT 



T3 



DetapC/ 
Det;Ofc 



Det;orV'' 



(0) 



ap^f 



Det:-i/2 



df 



Deti/2 



l-2e-^^ 
9t 



(3.186) 



Auf Grund der Supersymmetrie wiirden sich die bosonische und die fermionische Determinante (bis auf eine 
Konstante) wegheben, wcnn nicht die Randbedingungen verschieden waren. Ausserdem ist in der bosonischen 
Determinante Det^ der Null-Modus xq eliminiert, was durch einen Strich gekennzeichnet ist. "Det" ist hier 
sowohl eine Determinante im Funktionenraum als auch in den Lorentz-Indizes; daher tritt nur die Potenz 
1/2 (und nicht d/2 — 2) der Determinanten auf. Man kann die inversen Operatoren l/df und l/dt (oder 
weltlinien-greensche Funktionen) berechnen, indem man ihre Eigenfunktionen nach Fouriermoden 



+00 



+ 00 



bzw. 



^ fk e^^^C'+i/^)*/^ 



(3.187) 



im bosonischen Fall, bzw. im fermionischen Fall entwickelt. Diese Entwicklungen enthalten die Randbedingun- 
gen, eliminieren den Null- Modus und diagonalisieren den jeweiligen Operator. Anwendung der In det ~ spln- 
Regel ergibt dann fiir die bosonische Determinante 



+ 00 



Det' 



exp < sp In 



k^O 



1 - 



2e 



2mk/T 



F 



exp < sp 



El- 



fc=i 



exp • 



E 



- C(2n) spi^^ 
n 



(3.188) 



In der letzten Zeile haben wir den Logarithmus entwickelt: ln(l+x) = x—x'^/2+x^/'3+. . . und die riemannnsche 
Zeta-Funktion 



c(2-) = E it 



k=l 



(2«)! 



(3.189) 
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verwendet 0. Bq = 1, B2 = 1/6, = —1/30 etc. sind die Bernoulli-Zahlen und "sp" bezeichnet die Spur 
iiber die Lorentz-Indizes. Die fermionische Determinante berechnet sich ahnlich: 



+00 



Detap — exp < sp In 



1 - 



2e 



27ri(fc + l/2)/T 



exp 



el \ 1 



1 ^ fc=-oo ^ 



(3.190) 



Die Spur u nge rader Potenzen iiber den antisymmetrischen Feldstarke- Tensor i^^i, verschwindet, und wenn wir 
die FormelM 



+00 



(fc + 1/2)2" (2fc~l)2" 



V- ■ ^ (2fc- 1) 

benutzen, erhalten wir fiir die fermionische Determinante 



92n 1 



(2n)! 



(3.191) 



Det, 



exp i - ^ 



o2n 1 

. n Z — 1 

' 2n(2n)! 



\B2u\ spF' 



Eingesetzt in Gl. (I3.186P crgibt dies 



2n(2n)! ^ 



-1 \B2n\ SpF^ 



(3.192) 



(3.193) 



Obwohl man die Summation analytisch ausfiihren kann 0, ist es instruktiver, die einzelnen Termen zu ent- 
wickeln und iiber T gliedweise zu integrieren: der i^-unabhangige Term ergibt eine (divergente) Konstante, 
der quadratische renormiert die klassische Lagrange-Dichte (I3.150p . wahrend der quartische Term in F einen 
Zusatz 



1 



87r2 ./o T3 



180 



72 



(spF^)^ 



liefert. Wegen 



spF^ = 2(e2-B2) 

spF^ = 2(e' -B2)' + 4(E-B)2 



erhalten wir schliesshch 



(3.194) 



(3.195) 
(3.196) 



2a 



(3.197) 



wobei a = e2/(47r) ~ 1/137.036 die Feinstrukturkonstante bezeichnet. Das ist die effektive Lagrange-Dichte 
von H. Eulcrlfj und Heisenberg, die nichthneare EfFekte auf Grund der Quantenkorrckturen beschreibt. 



'■^Siehe, z. B. , {Gradshteyn-Ryzhik}, eq. 0.233.3. 
*°{Gradshteyn-Ryzhik}, eq. 0.233.5 . 

*^Das klassische Schwinger-Ergebnis findet man z. B. bei Itzykson & Zuber, p. 196. 

*^Ann. Phys. 26 (1936) 398. Der beriihmte "Euler" , der der F-Funktion ihren Namen gab, lebte natiirlich friiher und "Ann. 
Phys." ist hier die Abkiirzung fiir "Annalen der Physik" ... 
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3.5 Anomalien 

Auf Grund der globalen Symmetrie der Lagrange-Dichte der QCD unter der Transformation 

i'{x) — > e*"i/'(a;), r{x)e-"^ (3.198) 

ist in der QCD der Vektorstrom 

(3.199) 



Vf,ix) = (/•(a;)7^(/'(x) 



erhalten. Da in der Natur ofFensichtlich die Massen der u-, d- und s-Quarks klein gegeniiber einer typischen 
hadronischen Skala sind (man schatzt niu/d < 10 MeV, uis — 130 MeV), kann man sie in vielen Fallen 
vernachlassigen. Die entstehende Lagrange-Dichte 



1 



r — T^a IIP -pa , 



ix) {i^ - gjft.^T") il: 
ist dann auch invariant unter einer axialcn Transformation 



V'(a;) 



■(x) 



(x)e'' 



(3.200) 



(3.201) 



wobei 75 = «7o7i7273 nrit alien Dirac-Matrizen antikommutiert. Nach dem klassischen Noether-Theorem soUte 
dann auch der axiale Strom 

(3.202) 



At,{x) = (i'(a;)7^75(/'(a;) 



erhalten sein: 



d^A^{x) 



0. 



(3.203) 



Die Tatsache, dass dies fiir die quantisierte Theorie niclit gilt, bezeichnet man als "Anomalie" . Abgesehen von 
dem theoretischen Interesse dafiir, gibt es auch sehr praktische Griinde, Anomalien zu studieren: beispielsweise 
ist der Zerfall tt*' — > 27 nur durch die axiale Anomalie in dem Masse moglich, wie experimentell beobachtet ! 

Wic zeigt sich nun die axiale, oder auch Adler-Bell-Jackiw (ABJ)-Anomalie in der Pfadintegral-Darstellung ? 
Zur Bcantwortung dieser Frage erinnern wir uns an Kapitel fLSl wo fiir die Quantenmechanik abgeleitet wurde, 
wie das Noether'sche Theorem im Funktional-Integral formuliert wird. In der Feldtheorie geht das voUkommen 
analog: wir betrachten das voile erzeugende Funktional (Eichfixierung und Geister sind irrelevant und daher 
zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen) 



Z[)},rf\ = j Vii'(x)Vw(x)VA{x) exp i j d'^x {L{4\ ijj , A) + ijyi] + f^tjj) 



(3.204) 



und fiihren etwa die Vektortransformation p. 1981) als Variablen-Substitution im Integranden lokal durch, d.h. 
wir sctzcn 

pia{x) 



ilj{x) = e-""^""' ij''ix) , iP{x) = (A'(a;)e* 



Da der numerische Wert des Integrals sich nicht andert, haben wir 



(3.205) 



■DiI^{x)Vir{x)VA(x) exp 



= / Vif''{x)Vy''{x)J-^VA{x) exp 



i / d'^x (£(?/', (/', -4) + i'T] + r/0) 



i / d^x (£((/',(?, A) + + 



i/.' — exp( — 



Hierbei ist 



J = Vet, 



di -{x) 
dir'ix') 



■ Vet^ 



difjx) 
di:-'{x') 



(3.206) 



(3.207) 
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die Jacobi-Determinante der Transformation p.205p . die - wie wir aus Kapitel [2.51 wissen - bei Integration 
iiber Grafimann- Variable invers auftritt. Wenn wir die Jacobi-Determinante der Vektor- Transformation p.205|) 
ausrechnen, erhalten wir 



Jv = T>et, 



( e-'"(-)<5(a; - x') ) 2?et,,. ( e^"(^)(^(x - x') ) 



1 



(3.208) 



weil dies eine unitare (Phasen-) Transformation ist. Wir spezialisieren uns nun auf infinitesimalc Transforma- 
tionen und entwickeln die Gl. p.206|) bis zur ersten Ordnung in a{x): 







i / Viv(x)Vt-{x)VA{x) liSJ + / d'^x [5C 



■ exp 



i / d'^x (>C(0,^,A)+^?/ + #) 



(3.209) 



(3.210) 



Dabei ist SJv = der Bcitrag der Jacobi-Determinanten und 

SCv = tpj'^ij' d^a{x) 

die durch die Vektortransformation p.205p hervorgerufene infinitesimale Anderung der Lagrangedichte. Sie 
verschwindet nicht, weil wir eine lokale Transformation nur an den Fermionfeldern durchgefiihrt liaben[fl. Mit 
einer partiellen Integration konnen wir die Ableitung von a{x) wegbekommen und erhalten 



= i Vd'{x)Vt}ix)VA{x) d'^xa{x){~df,V''{x)-iiln] + iffij} 



i / d^x (£((/', V', A) + ■ijjri + f]%j:) 



• exp 



(3.211) 



Hierbei ist V^{x) genau der Vektorstrom p.l99|) . Da a{x) beliebig ist, muss das gesamte Funktional-Integral 
iiber die geschweifte Klammer verschwinden, und zwar fiir beliebige Werte der ausseren Quellen //(x), //(x) . 
Wenn wir wieder die Schreibweise 



{O) 



(3.212) 



verwenden, sehen wir also, dass fiir ?/ = r] — das Noether-Theorem fiir die Vektortransformation in der 
Pfadintegral-Formulierung einfach 

' ' (3.213) 



( d^V^ ) = 



lautet. Durch Differentation nach den ausseren Quellen //, ;/ kann man weitere Ward-Identitaten erhalten, 
die exakte Beziehungen zwischen Mehrpunkt-Funktionen sind, in die der erhaltene Noether-Strom eingefiigt 
worden ist. 

Wenn wir diese Ableitung genauso fiir die Axialvektor-Transforniationen p.201[) durchfiihren wiirden, er- 
hielten wir Ward-Identitaten fiir den Axialstrom (|3.202p . insbesondere auch (df^A^) — . Das ist jedoch nicht 
richtig, weil in diesem Fall die Jacobi-Determinante einen Beitrag liefert, wie Fujikawa 0^ erkannt hat. Die 
Jacobi-Determinante der axialen Transformation p. 2011) ist namlich 



Ja = Vet {. 



;-'a75\ . Pet (e"*"''=) = e-2^^P"^^ 



(3.214) 



wobei wir wieder die formale Beziehung zwischen Determinante und Spur einer Matrix benutzt haben. Fiir 
unendliche Matrizen ist dieser Ausdruck (natiirlich) divergent und Fujikawa hat eine eichinvariante Regular- 
isierung vorgeschlagen, die die Hochenergie-Moden des Dirac-Feldes unterdriickt: 

-Ip^/M'^ 



Ja 



lim exp 

A/->-oo 



-2i 



Sp ( 



"75 e 



(3.215) 



*^Es sei daran erinnert, dass in einer lokalen Eich- Transformation das Eichfcld in einer genau bestimmten Weise transformiert 
werden muss, um diese Veranderung zu kompensieren. Hier jedoch bleibt das Eichfeld unverandcrt. 
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wobei Dfj^ die kovariante Ableitung ist. Andere Regularisierungen ergeben dasselbe Resultat, vorausgesetzt, sie 
erhaltcn den Vektorstrom. Wir haben 



bereits im abelschen Fall ini Kapitel [5^ kennengelernt F^. Wir miissen jetzt 



M 



lim Sp ( 75 e 



Af^oo J \ 



75 exp 



1 

1?2 



gT^ 
2 



^2 ^ »^ pa 



(3.216) 



(3.217) 



berechnen. Da die Regulatormasse M gegen unendlich gehen soil, konnen wir uns auf den asymptotischen Teil 
des Spektrums konzentrieren, bei dem der Impuls des Diracfeldes gross ist, wahrend das Eichfeld beschrankt 
bleibt. Wenn wir nach F^^, entwickeln, miissen wir vier Dirac-Matrizen aus der Exponentialfunktion hcrunter- 
bringen, um eine nichtverschwindende Spur mit 75 zu bekommen, da sp 75 = sp 757^^7;^ ~ ist. Der fiihrende 
Term in dieser "Warmeleitungs-Kern" ( " heat kernel" ) -Entwicklung ist dann derjenige, bei dem wir die Expo- 
nentialfunktion bis zur Ordnung (cr • F^ entwickeln und das Eichfeld in alien anderen Gliedern vernachlassigen. 
Das ergibt 



lim Sp (756-^/^^') = lim /d^Tsp 

M-»-oo V / Af-i-oo J 



ifgT- 
2 



Das Matrixelement in Gl. (|3.218p hat den Wert 



1 



(27r)4 (27r)4 
Die Spur iiber die Dirac-Indizes kann auch leicht berechnet werden 

sp(75CT''V"^) = -A^e"^^'\ 

wobei £"/5a"^ (jej- total antisymmetrische Tensor in vier Dimensionen ist, so dass 



167r2 



im Sp ( 



lim 

M 



75 e 



(3.218) 



(3.219) 



(3.220) 



(3.221) 



folgt. Wenn wir spTT^ = 6ab/2 verwenden, ergibt sich damit fiir die Jacobi-Determinante der axialen 
Transformation 



Ja = exp 



z I d^xa{x)Nf^e<^P^'^F;,{x)F^^{x) 



(3.222) 



Der Faktor Nf = 3 kommt von der Spur iiber die drei verschiedenen Quarks, die als masselos angesehen werden 
konnen, d.h. iiber ihren "Geschmack" ("Flavor"). 

Mit dieser etwas langlichen Rechnung haben wir also gefunden, wie sich der Integrand des erzeugenden 
Funktionals unter einer axialen Transformation verandert. Fiir infinitesimale a{x) erhalten wir dann mit Hilfe 
von Gl. (13:209)) 



^ ,jv.MV.Mm;^)j^.aM. 



-ia{x) thi + ia{x) fjV' > • exp 



Speziell fiir verschwindende Quellen haben wir also 

= i[7^,7^]/2 , T": Generatoren der SC/(Af)-Lic-Algcbra. 



(3.223) 
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(3.224) 



was direkt der ABJ-Relation in Operatorschreibweise entspricht, die zuerst durch storungstheoretische Analyse 
von Diagrammen wie in Abb. [52] gefunden wurde. Die Pfadintegral-Ableitung hat den Vorzug, dass sie fiir 
alle Ordnungen gilt und damit automatisch das sog. Bardeen- Theorem impliziert, das sagt, dass in hoheren 
Ordnungen keine Anderung der Anomalie auftritt. Die obige Regularisierung divergenter Ausdriicke mag etwas 
ad hoc erscheinen, kann aber durch sorgfaltigere Behandlung (etwa durch eine Zetafunktions-Regularisierung 
der Determinanten [47] gerechtfertigt werden.) 



■ 
■ 




Abb. 22 : Drciecks-Diagramm fiir einen axialen Strom und zwei Vektor-Strome VJj, das zu einem 
anomalen Beitrag fiir die Divergenz des Axialstroms fiihrt. 



Es soil noch kurz skizziert werden, wie die Anomalie den Zerfall 7r° — > 2j bestimmt: man betrachtet das 
S'-Matrixelement 

(7(fci, 61)7(^2,62) |^k°(g)) = t{27r)U{q-h-k2)e^{k,)e''{k2)r^,{ki,k2,q) , (3.225) 
wobei ki,ei,i = 1,2 die Impulse und Polarisationen der Photonen bezeichnen. Die Amplitude 

r^.(fci,fc2,g) = e'{q^-ml) J ^^^^2 e^'^'^^+^'^'MO |r j;'"(xi) Jr(^2)$.(0)|) (3.226) 
kann im Limes "weicher" Pionen (d.h. — > ) durch die PCAC-Relation 

d^Al = /.m2$-, a = 1,2, 3 (3.227) 



"Partially conserved axial current" ("teilweise erhaltcner axialer Strom"). /,r — 93 MeV ist die Pion-Zerfallskonstantc. 
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auf die anomale Divergenz des Axialstroms durch Kopplung der Quarks (nicht an Gluonen, sondern) an den elek- 
tomagnetischen Strom J^™ zuriickgcfuhrt werden. Wir miissen also in Gl. p.224|) durch die elektromagne- 
tische Kopplungskonstante ~ 47r/137 ersetzen und die Spurterme modifizieren; 



^^^^ = 32^^ 



F^^.F^p sp (r-^g" 



(3.228) 



Dabei ist t'^ die Isospin-Matrix des Pions und Q die Matrix der Quark-Ladungen. Der Spurfaktor ergibt nur 
etwas fiir a — i (d.h. fiir neutrale Pionen) und besitzt den Wert 



Die Rechnung fiir die Zerfallsrate ergibt dann 



(3.229) 



r(7r° ^ 27) = 



64^3 J2 



(3.230) 



und stimmt gut mit dem experimentellen Resultat P = 7.8 ±0.6 eV iiberein. Ohne die Farbe der umlaufenden 
Quarks ware sie um den Faktor N"^ — 9 kleinerQ (Sehr) viel mehr iiber Anomalien in der Quanten-Feldtheorie 
findet man in {Bertlmann}. 



3.6 Gitter-Feldtheorien 

Wir haben in diesem Kapitel im wesentlichen Methoden der Storungstheorie verwendet, um Pfadintegrale 
naherungsweise auszurechnen. Dies ist (meist) ausreichend fiir Theorien mit kleiner Kopplungskonstante (wie 
etwa die QED, bei der a ~ 1/137), aber offensichtlich ungeniigend im Bereich starker Kopplung, wie sie in 
der QCD bei niedrigen Energien auftreten F^. Das ist gerade der Bereich, in dem Quarks und Gluonen nicht 
als asymptotisch beobachtbare Teilchen vorkommen, sondern die beobachteten Hadronen bilden. Zudem ist 
die Storungstheorie nicht vollstandig: Phanomene wie Durchtunneln einer Barriere oder Soliton-Losungen der 
klassischen Feldgleichungen und wahrscheinlich auch der "Einschluss" ("confinement") der Quarks in der QCD 
hangen nichtanalytisch von der Kopplungskonstante ab, sind also nichtstdrungstheoretischer Natur. 
Die exakte Behandlung nichtstorungstheoretischer Effekte im Pfadintegral verlangt eine (numerische) Berech- 
nung des Funktional-Integrals, wie wir es schon im Kapitel [L9l fiir quantenmechanische Probleme getan haben. 
Es sei daran erinnert, dass wir dort das Pfadintegral - im Einklang mit der heuristischen Einfiihrung dieses 
Objektes - diskretisiert und in euklidischer Zeit ausgewertet haben. Entsprechend wird die numerische Behand- 
lung jetzt auf einem endlichen euklidischen Raum-Zeit-Gitter mit Gitterabstand a erfolgen. Das hat in der 
Feldtheorie den zusatzlichen Vorteil, dass alle Impuls-Integrale bei ^ l/a abgeschnitten und die Ultraviolett- 
Divergenzen automatisch regularisiert werden. Ein Nachteil ist, dass Translations- und Rotations-Invarianz 
verletzt sind und erst wiederhergestellt werden, wenn man das Gitter immer grosser und immer feiner werden 
lasst. 

*®Es ist amiisant, dass Steinberger bereits 1949 das Dreiecks-Diagramm mit umlaufenden Nukleonen bercclinet hat 1481 . fiir 
die man ebenfalls den Wert 1 erhalt. 

^■^Siehe, z. B., Peskin & Schroeder, p. 674 - 676 . 
*®Eine abweichende Interpretation wird in 1491 vertreten. 

*^Bei hohen Energien ist in der QCD die Storungstheorie auf Grund der Eigenschaft dor asymptotischen Freiheit ebenfalls 
anwcndbar. 
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Wir beginnen unsere Einfiihrung in dieses umfangreiche Gebiet wieder mit der Gitter-Behandlung einer 
skalaren Theorie. Wir betrachten die Zustandssumme 



wobei 



2 ^ ' 2 4! 



i $(a;) ( - □ + ) <^{x) + ^^''(a;) 



(3.231) 



(3.232) 



die euklidische Wirkung (etwa der $^-Theorie) ist. Wir werden in Zukunft den Index "E" weglassen, da wir 
hier ausschliesslich im Euklidischen arbeiten werden: 



(3.233) 



so dass beispielsweise □<!' = X]^=i *^ gilt. 

Wir nehnien jetzt eine naive Diskretisierung vor: ein 4-dimensionales Raum-Zeit-Gitter mit A'^ Gitterpunkten 
und einem Gitterabstand a wird so eingefiihrt, dass jeder Gitterpunkt durch einen 4-dimensionalen Vektor n 
bestimmt ist: 



(3.234) 



wobei ein Einheitsvektor in /i-Richtung ist. Die ganzen Zahlen tt,^ liegen zwischen —N/2 und N/2 und werden 
zweckmassigerweise ausserhalb fortgesetzt: n = n + N (periodisches Gitter). Die 4-diniensionale Integration 
wird im diskreten Fall durch 

(3.235) 



(3.236) 



ersetzt und das skalare Feld existiert an jcdem Gitterpunkt 

$(a;) — > <^{n) = <I>(?t.i, 71-2, "3, "4) = • 
Schliesslich ersetzen wir den Laplace-Operator durch die einfachste symmetrische Form 

□ $(x) — > — ^ [ $(71 + e^) + $(77 - e^) - 2$(7i) ] = — 51 ( + - 2$„ ) , (3.237) 



die im Kontinuums-Limes a — >■ in die linke Seite iibergeht. Damit lautet die Gitter- Wirkung (sie ist jetzt 
eine Fiinktion der Felder $„) 



4 



$A_, + 2cI.^] -faM ^$?. + ^$ 



= E ^ E + V 



und die Zustandssumme wird 



,-s{<i.„} 



(3.238) 



(3.239) 



Offensichtlich ist die Gitterwirkung nicht eindeutig: man kann beliebige Terme hinzufiigen, die ffir a — !■ 
verschwinden. Insbesondere kann man versuchen, die Diskretisierung so zu verbessern, dass die Fehler von 
einer hoheren Ordnung in a sind als in der "naiven" Form, die wir angegeben haben. Das ist die Grundlage der 
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"verbesserten Wirkungen", die jetzt mehr und mehr verwendet werdenH. Ebenso berechnen wir Korrelations- 
Funktionen 



(3.240) 



Als Beispiel wollen wir die 2-Punkt-Funktion in der freien diskretisierten Theorie betrachten. Wir erhalten 
(Ubungsaufgabe 1271 a) ) 



7r/a lA 

' (Tq 



1 



(27r)4 m2 + 2E^[l-cos(ag^)]/c 



(3.241) 



wobei = a{nf^ — nj^) der Abstand auf dem Gitter ist. Wir sehen an diesem Ergebnis folgendes: 

(1) Die Impulsintegration ist abgeschnitten: | q^j < vr/a und geht nur iiber die erste "Brillouin-Zone" . 

(2) Fiir a — ^ erhalten wir aus der Entwicklung 1 — acos(ag^) — + . . . den iiblichen (euklidischen) 
Feynman-Propagator 



7T / a— >+oo 



1 



— 7r/a— — CO 

(3) Fiir a 7^ ist das Kontinuums-Dispersionsgesetz abgeandert 



(2^ m^+q^ + 0{a^) 



(3.242) 



+ q"^ 



^sm 



(3.243) 



besitzt aber keine zusatzlichen Nullstellen. Dies ist nicht der Fall, wenn man Fermionen aufs Gitter setzt: 
Wie man in Ubungsaufgabe 1271 b^ ableitet, erhalt man bei einer naiven Diskretisierung 




exp {iq ■ x] 



sin ( apf, ) 



(3.244) 

wobei die euklidischen Dirac-Matrizen [7^, 7^]+ = 2(5^jy erfiillen. Zwar geht — >■ fiir a , aber der 
Propagator (|3.244p "wiederholt" sich am Ende der Brillouin-Zone, well = sin(7r — p^a)/a — > n/a —p^t 
fiir p^ — > n/a. Das bedeutet, dass man nicht nur die Propagation einer Spezies bekommen hat, sondern 
2^ — 1 = 15 zusatzliche Exemplare ... euphemistisch spricht man vom "Verdoppeln der Fermionen 
(fermion doubling"). 



Man kann die Kopplungskonstante A aus der Wirkung herausnehmen, wenn man das Feld reskaliert: 



Dann erhalten wir 



mit 



n { fj.= l ^ 



(3.245) 
(3.246) 
(3.247) 



^Siehe, z. B., [50]. 



R. Rosenfelder : Pfadintegralo in dor Quantenphysik 



157 



und fiir die Zustandssumme (konstante Faktoren sind unerheblich) 

Wenn wir dies mit Zustandssumme in der statistischen Mechanik vergleichen, sehen wir, dass 

1 1 



(3.248) 



(3.249) 



entspricht, d.h., dass eine Entwicklung fiir starke Kopplungen einer Hochtemperaturentwicklung von statistis- 
chen Systemen entspricht. 



3.6.1 Eichtheorien auf dem Gitter 

Eichtheorien auf einem Raum-Zeit- Gitter verlangen eine besondere Behandlung, um die Eichinvarianz in jedem 
Schritt zu gewiihrleisten. K. Wilson hat 1974 eine Formuherung vorgeschlagen, bei der die Eichfelder nicht auf 
den Gitterpunkten, sondern auf den Verbindungen ("hnks") definiert sind: 



U {n, /i) = exp [ igaA^in) ] , A,, = AVT" e SUiN) I T" = ^ fiir SU{3) 



(3.250) 



ist der "link" , der vom Punkt n in positive Richtung /i zcigt. Wilson hat auch eine Wirkung angegeben, die 
sich im Kontinuumsfall auf die euklidische Yang-Mills- Wirkung 

Sym d^xsj>T^,T,, = \j d^xTl^Tl^ , T,, = F^.T^ (3.251) 



reduziert; 




(3.252) 



Hierbei ist /? ist ein vorerst unbestimmter Faktor und die Summation ist iiber alle elementaren Quadrate 
( "Plaketten") des Gitters auszufiihren: 



Vertiefung 29: Wilson- Wirkung bei kleinen Gitter- Abstanden 

Es ist rclativ cinfach, zu zcigcn, dass fiir a — >- die Wilson-Wirkung in die Kontinuums-Wirlcung iibergclit. Dabei benutzen wir, dass 
U (n, /i) U {n -\- /i, — /^) — 1 ist, d.h. 

C/(ti,^) = U^'^ {n + . (3.253a) 



Damit crlialten wir 

SwilBon = /3 Yl i 1- — Resp[e"'°-^A'(-)eiB»-^^(-+<'=M)e-iB»-4f.(- + <'=^)e-iB»-4^(=)j I . (3.253b) 

Plaketten I J 

Nun vcrwcndcn wir die Bakcr-Campbell-Haussdorff-Formel, um die Exponcntialfunktionen zusammenzufassen: 

^aA ^oB ^ exp ^aA -I- aS -I- ^[A, S] + 0(a'') j . (3.253c) 

Das Ergcbnis ist dann 

■Swilson = ^ I 1 — -^Ro sp exp| iga ( Afi(x) + A,^{x + ae^) — Af^ix + ae,^) — Au{x) ) 

_^_ ('9a) (^[_4^^(^x),A^{x + ae^)] - lA^(x) + A^(x + ae^),A^{x + ae„)] 

- [Af^ix) + A^{x + ae^) - A^{x + ae^),A„{x)] ) } | ■ (3.253d) 
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n+z/ 



-V 




n 



Abb. 23 : Die elementare Plakctte in dcr Gitter-Eichtheorie. 



Mit einer Taylor-Entwicklung dcr Vcktorfcldcr folgt 



'wilaon = /3 ^ |l - — Rc spcxpj igo (aa^^i,(a:) - aa„^^(3;)) + (iga)^ [^^1^(3;), j| 



(3.253c) 

Im Limes a — f tragt nur dcr Term 2. Ordnung bci, da spj-'^t^, — ist (die 5?7(A^)-Gcncratorcn sind spurlos), und man crhalt 

Swilson -^^(9a^)^sp = ^ y d^a; sp^ J^^„(x)J='f,„(2;) . (3.253f) 

Dcr Faktor ^ kommt dahcr, dass X]p — ^ T^^,,. ■ 

Wir miissen also 

(3.254) 



2iV 
9 



wahlen, um die Wirkung p.25ip der Kontinuums-Theorie zu erhalten. Fiir N = 1 ist /3 = l/g^ zu nehmen. 
Die Wilson- Wirkung zeichnet sich dadurch aus, dass sie invariant unter einer lokalen Eichtransformation 



— > V{n)U {n,^i)V'^ [n^ ^l) 

mit einer beliebigen Matrix V G SU{N) ist. 



(3.255) 



5eweis : 



'S'wiij 



J 1 - — Rcsp[y(n)f/ (n, Ai) [n + ii)V {n + ^i) U {n -\- fi, t/) 

= 1 

■ V^^ (n + + t/) V (n + + 7y) /7 (n + /X + i/, -/x) 
^ V ' 

= 1 

• {n + ^ + 1^ - ^) V (n + I/) U {n i^, -i/) (n + - i/) ] | 



- I 1 - -i:Rcsp[ V(n)/7C//7C/y ^(n)] | - XI | ^ ^ sp [ C/;7C/[/ ] 

— S'wilaon , 

da sp(AB) — sp{BA) ist. q. e. d. — quod ciat demonstrandum: was zu bcwcisen war. 



R. Rosenfelder : Pfadintegralo in dor Quaiitcnphysik 



159 



Die Gitter-Eichtheorie in dieser Formulierung bewahrt also vor allem die Eichinvarianz auf Kosten der Transla- 
tions- und damit der Lorentz-Invarianz. Diese sollte im Kontinuums-Limes wiederhergestellt werden. Man 
beachte, dass keine Eichfixierung wie in der Kontinuumstheorie notig ist, da die Eichfelder durch eine endliche 
unitare Matrix U dargestellt werden ("kompakte" Wirkung). Man summiert nicht iiber unendliche Freiheits- 
grade, die durch Eichtransformationen verbunden sind. 

3.6.2 Wilson- Schleifen und Confinement 

Um ein Kriterium fiir den postulierten Einschluss ("Confinement") der Quarks zu erhalten, studieren wir die 
Energie eines Systems, das aus einem Quark bei x' — (t, 0) und einem Antiquark bei x — {t, R) besteht. Die 
Quarks werden dabei als so schwer angenommen, dass sie sich nicht bewegen und nur eine Quelle fiir die 
entstehenden Gluonfelder darstellen. Wenn die Quarks nicht eingeschlossen sind, dann erwarten wir, dass 

E{R) — > 2m imR^oo , (3.257) 

wobei m die Quarkmasse ist. Confinement bedeutet, dass die potentielle Energie der Quarks ohne Schranke 
anwachst: 

E{R) — ^ oo fiir i? ^ oo . (3.258) 
Das Quark- Antiquark-System kann nicht einfach durch einen Zustand 

q{x')q{x)\0) (3.259) 

dargestellt werden, da dies nicht eichinvariant ist. Der richtige Ausdruck 

r{x',x,C) = q{x')Vexplig [ A^iy)dyA q{x)\0) = qix' ) U (x' , x , C) q{x) \ 0) (3.260) 



enthalt einen Phasenfaktor, zwischen den Feldoperatoren, die ein Quark/ Antiquark an verschieden Raum- 
Zeitpunkten erzeugen. Notwendigerweise hangt er daher auch von dem Weg C ab, der x und x' verbindet. V 
bezeichnet die Pfadordnung, die notwendig ist, well das Eichfeld an verschiedenen Punkten nicht kommutiert F^. 

Wir wollen nun den Uberlapp zwischen dem qq-Zustand bei t — und dem selben Zustand bei t = T 
berechnen: 

^{T, R) = (0| Pt [(0, 0), (0, R), C] P [(T, 0), (T, R), C] |0) . (3.261) 

Wenn wir - wie iiblich - einen vollstandigen Satz von Zwischenzustanden einschieben und das Verhalten fiir 
grosse T untersuchen, sehen wir, dass der Zwischenzustand mit der kleinsten potenticllen Energie des qq-Systems 
im Abstand R dominiert: 

f](T, R) const. e-^(«) ^ . (3.262) 

Andererseits konnen wir den Uberlapp mit Hilfe der Quark-Feldoperatoren ausdriicken: 

n{T, i?) = ( 0| g-(0, R) U [(0, R), (0, 0); C] q(0, 0) g(T, Q)U [(T, 0), (T, R); C] q{T, R) |0 ) . (3.263) 

Fiir ein schweres, sich nicht bewegendes Quark lautet die euklidische Diracgleichung 

74 (^4 — 15^14) q{x) — —mq{x) (3.264) 



^'^Die Pfadordnung ist analog zur Zeitordnung folgendcrmassen dcfinicrt: parametrisicrt man den Pfad von x nach x' durch 
einen kontinuierlicli anwachsendcn Parameter s G [0,1], dann sind in der Potenzreihen-Entwicklung der Exponentialfunktion 
exp (ig ds -^Aij,{s)dsj die Matrizen .4p(s) so anzuordenen, dass der grosste Wert von s links steht. 
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In diesem extrem nichtrelativistischen Grenzfall darf man auch 74 = 1 setzen und es gibt keine Quark- 
Paarerzeugung durch das Eichfeld, d.h. dieses wirkt wie ein ausseres Feld. Die Losung ist dann einfach 

q{x4^t,yi) = const. e~"* P exp ^ig^ dt' A^it')^ , (3.265) 

und der Quark-Propagator ist daher 

(0| q^{t', K)q^{t, x) |0) = U [{f, x), {t, x); C] e"'"!*"*'! . (3.266) 

Wenn wir in Gl. p.263l) die Quark-Feldoperatoren kontrahieren und Gl. (|3.266p verwenden, erhalten wir 

n{T, R) ~ const. e"2™^ (0| U [(T, R), (0, R)] U [(0, R), (0, 0)] 

•;7[(0,0),(r,0)] C/[(T,0),(T,R)] |0) 
= const. e-2'"'r (0|spt/[(0,O),(0,O);C] 0) . (3.267) 

= :W(C) 

Dabei ist C der rechteckige Weg, der in Abb. [M] (a) dargestellt ist. Aus der Wilson-Schleife (dcm "Wilson 
loop") W{C) kann man die potentielle Energie zwischen einem schweren Quark und einem schweren Antiquark 
bestimmen: 

lim WiC) = const. e-[^(^)-2m]T_ .g ^gg) 

T— >-oo 

Wie wir zeigen werden, erfiillt die Wilson-Schleifc im Grenzfall starker Kopplung auf dem Gitter ein Flachen- 
gesetz 

W{C) e-^^(^) , (3.269) 

wobei K eine Konstante und A{C) die Flache ist, die vom Pfad C eingeschlossen wird. Fiir den rechteckigen 
Pfad haben wir A{C) — TR und damit ein linear ansteigendes Potential zwischen schwerem Quark und 
Antiquark 

E{R) ~2m = KR. (3.270) 

Das anschauliche Bild, das man mit einem solchen ansteigenden Potential verbinden kann, ist das einer "Saite" 
("string") von Gluonfeldern, die sich zwischen den statischen Farbquellen herausbildet. Die Konstante K wird 
daher auch "Saitenspannung" ("string tension") genannt. 



Die Wilson-Schleife kann man direkt auf dem Gitter berechnen: 

W{C) = (0|sp[/(x,x;C) |0) = 4 [ VAf,ix)spU{x,x;C)e-^''^-^^ 



Z 

Gitter 1 



Z 

wobei 



jY[dU{n,n + fi) sp U{n, n; C) e-^wii=o„(c/) ^ (3.271) 



Z = J Y[dU {n,n + ^i) e-^wii=on([/) (3.272) 

die Zustandssumme ist. Dabei integrieren wir nicht mehr direkt iiber die Eichfelder, sondern iiber die Verbindun- 
gen U, da diese fiir kleine Gitterabstande proportional dazu sind. 

Wir wollen nun versuchen, die Wilson-Schleife fiir grosse Kopplungskonstanten analytiscli auszurechnen. 
Dazu schreiben wir die Wilson- Wirkung p.252p als 

^Wikon = I] (^1 - sp Up^ , (3.273) 
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(0,0) 



(0,i?) 



(a) 



(b) 



Abb. 24 : (a) Wilson- Schleife mit rechteckigem Weg. 

(b) Eine vollkommen mit Plaketten bedeckte Wilson-Schleife. 



lassen die unerhebliche Konstante in der Wirkung weg und entwickeln nach Potenzen von /? = N/{2g^). Dies 
ergibt 



W{C) 



dU spU{x,x;C) 



-(- 

2! \2g^ 



sp Up sp u p' 



(3.274) 



p,P' 



Um dies auszuwerten, miissen wir wissen, wie man iiber die Gruppenelemente der SU{N) integriert. Im 
[/(l)-Fall ist dies einfach, da dort die Gruppenelemente Phasenfaktoren sind und durch e*®,— 7r<0<7r 
parametrisiert werden: 

1 P^'^ 1 f^'" 

— dQ = 1 , — de e'® = . (3.275) 

27r 27r 

Im allgemeinen Fall geschieht die Integration iiber die Gruppenelemente mit Hilfe des Haar-Masses 0. Fiir 
unsere augenblicklichen Zwecke ist es jedoch ausreichend, einfach die Integrate 



dU = I 



dU U^j = 



duu^.ul 



N 



jk 



(3.276) 
(3.277) 
(3.278) 



anzugeben. Die zweite Regel besagt, dass keine "links" bei der Integration iibrigbleiben diirfen, wahrend 
die dritte Regel bedeutet, dass ein nichtverschwindendes Ergebnis nur dann entsteht, wenn iiber zwei "links" 
in entgegengesetzter Richtung integriert wird. Dies hat zur Folge, dass eine Wilson-Schleife vollstandig mit 
Plaketten bedeckt sein muss, deren anstossende "links" entgegengesetzte Richtung haben, um einen Beitrag zu 
liefern (Abb. [Ml(b)). Den niedrigsten (in nichtverschwindenden) Beitrag zu W{C) gibt also der Term 
mit 

■ I \ Np 
.27 



W{C) 



(3.279) 



^Siehe, z. B., {Creutz}, chapter . 
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wobei Np die minimale Anzahl von Plaketten ist, die benotigt wird, um diese Flache zu iiberdecken, die vom 
Pfad C umschlossen ist. Da A{C) = a^Np ist, entspricht dies dem Flachengesetz 

WiO ^ {gy^^^^/^' = exp^-^lng^) . (3.280) 



Wir linden also im Grenzlall starker Kopplung 



E{R) -2m ^ R = K R , 5>1 



(3.281) 



tatsachlich ein linear ansteigendes (einschliessendes) Potential zwischen schwerem Quark und Antiquark. 

OfFensichtlich ist dieses Ergebnis jedoch unabhangig von N, d.h. auch eine abelsche U(l)-Theorie wie 
die QED fiihrt zum Einschluss im Grenzlall starker Kopplung ! Das scheint unsinnig, wird jedoch durch 
die folgende Uberlegung niit der Realitat in Einklang gebracht: im Kontinuums-Limes a — > muss man 
die (nackte) Kopplungskonstante g = g{a) so abandern, dass sich die physikalischen Observablen (z.B. die 
Saitenspannung) nicht andern. Wie man aus Gl. (|3.28ip sieht, bedeutet dies, dass im Kontinuums-Limes 
die (nackte) Kopplungskonstante abnehmen muss. Man glaubt nun und hat - wie wir im nachsten Abschnitt 
sehen werden ~ numerische Evidenz daliir, dass sich QCD und QED im Ubergang zur schwachen Kopplung 
radikal unterscheiden. Wahrend in der QCD das Flachengesetz welter hin gilt und die Quarks eingeschlossen 
bleiben, gibt es bei der QED einen Phaseniibergang: anstatt eines Flachengesetzes findet man bci schwachen 
(nackten) Kopplungen ein Umlangsgesetz: das Potential zwischen e"*" und e~ geht liir grosse Abstande gegen eine 
Konstante, was bedeutet, dass die Konstituenten bei geniigender Energie als Ireie Teilchen auftreten konnen, 
wie man es tatsachlich beobachtet. 



3.6.3 Numerische Berechnung von Observablen auf dem Gitter 

Storungstheorie und die Entwicklung liir starke Kopplungskonstanten sind unzureichend, um wirklich nichtsto 
rungstheoretische Phanomene im Kontinuum zu beschreiben. Dies ist oflensichtlich liir nichtabelsche Theorien 
wie die QCD, gilt aber auch liir den postulierten Ubergang von Einschluss- zu Coulomb-Phase in der QED. 
In solchen Fallen bleibt (beim gegenwartigen Stand unserer theoretischen Hillsmittel) nur eine numerische 
Berechnung des Pladintegrales iibrig. 

Wir haben dies bereits im Kapitel [1.91 fiir die Quantenmechanik an Hand des anharmonischen Oszillators 
ausliihrlich behandelt, und woUen dies jetzt aul die 4-dimensionale Feldtheorie ausdehnen. Zur Vereinlachung 
des Programm-Aulwandes illustrieren wir die numerische Simulation nicht liir die (viel interessantere) SU(3)- 
Theorie der QCD, sondern "nur" liir die abelsche U(l)-Theorie. Die Verbindungen ("links") sind dabei einlach 
durch die Phasenlaktoren 

C/(n,/x) = e'S"^^(") = e*®-(") , < e^(n) < 27r (3.282) 

gegeben, mit 

[/(?! + Ai, -Ai) = U-\n,n) = U\n,fi) = U^n,/!). (3.283) 

Mit Hille des Metropolis- Algorithmus erzeugen wir uns wieder "Konfigurationen" (d. h. die Gesamtheit aller 
[/'s aul dem Gitter), die gemass 

g-Swii=o„((7) 

-(^) = JdUe-s~iu) (3-284) 
verteilt sind. Wir erinnern uns, dass wir Versuchs-Konfigurationen (Ut) bilden miissen, und dann an Hand von 

^ = g-[5(c/.)-s(c/)] ^ g-A5 (3 285) 
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entscheiden miissen, ob wir diese akzeptieren oder nicht. Verniinftigerweise andert man die Konfiguration 
immer nur an einem "link" J7(n,/i), weil man dann nur die Anderung 



AS 



-13 ^ AU{n, ^) I U{n + /x, u) U* (n + v, /x) U* {n, v) 

+ U{n + fi,-iy) U* {n - V, fi) U* (n, -v)^ 



(3.286) 



der Wirkung berechnen muss, die in 4 Dimensionen genau 6 "links" betrifft. Als Anderung nehmen wir 

exp(27rizi) + S 



AU{n,fi) = U{n,n) 



1 



I exp(27rizi) + 6\ 



(3.287) 



wobei S ein vorgegebener Parameter und zi eine (zwisclien und 1) gleichverteilte Zufallszahl ist. Wenn man 
geniigend viele Durchgange ("sweeps") durch das Gitter gemacht hat, so dass eine Thermalisierung eingetreten 
ist, misst man den Erwartungswert einer beliebigen Observablen 0{U) durch 



M 



Eine beliebte Observable ist die mittlere Plakette 



(3.288) 



(3.289) 



da sie einfach zu berechnen ist und als Ordnungsparameter den Ubergang in eine andere Phase signalisiert. 
Dies kann auf einem kleinen Gitter ohne Schwierigkeiten auch auf einem PC durchgefiihrt werden. 



Vertiefung 30: FORTRAN-Programm zur Berechnung der mittleren Plakette [ff] 



C 

C Berechnet mittlere Plakette in 4-dimensionaler UCl)-Theorie auf einem 8~4 Gitter 

c als Funktion von beta = l/g"2 

C 

C Parameter: NTH = Anzahl der Thermalisierungs-Sweeps 

C NHIT = Anzahl der zusaetzlichen Monte-Carlo-Versuche an jedem Gitterpunkt 

C NSWEEP = Anzahl der Sweeps (<500) 

C DELTA = Parameter fuer neue Konfiguration 

C BETAO = Anfangswert von beta 

C DBETA = Schrittweite in beta 

C NBETA = Anzahl der beta-Werte 

C 

PARAMETER(LS=8 , LT=8 , NN=LS**3*LT) 
COMPLEX U(NN,4) ,V,ZPI 
DOUBLE PRECISION DSEED 

DIMENSION NNF(NN,4) ,NNB(NN,4) ,ACTC500) 
COMMDN/ZUF/ DSEED , ZPI .DELTA 
COMMON /PAR/ NAKZ 
DATA PI /3. 1415926/ 

WRITE(*,*) 'Eingabe: ntherm.nhit ,nsweep, delta' 
READ (*,*) NTHERM, NHIT, NSWEEP, DELTA 
WRITEC*,*) 'Eingabe: betaO,dbeta,nbeta' 
READ (*,*) BETAO, DBETA, NBETA 

C 

C Hilf srechnungen 
C 

LS2 = LS*LS 

LS3 = LS2*LS 

DSEED = 12365. DO 

ZPI = 2.*PI*CMPLX(0. ,1.) 

NAKZ = 

WRITE (6,100) LS,LT 
100 FORMATC// ' U(l) - Theorie auf ( ' , 12 , ' **3) * ' , 12 , ' Gitter'//) 
WRITE(6 ,102) NTHERM , NHIT , NSWEEP , DELTA 



Dank an Manfred Kremcr (Mainz/ Jiilich), von dem die Urfassung dieses Programms stammt. 
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102 FORMAT (' NTHERM = ' , 13 , ' NHIT=',I2,' NSWEEP=',I3, 
& ' DELTA = ' ,F6.3//) 

C 

C Berechnung der naechsten Nachbar-Adressen 
C 

DO 10 IX = 1,LS 
DO 10 lY = 1,LS 
DO 10 IZ = 1,LS 
DO 10 IT = 1,LT 

I = IX + LS*(IY-1+LS*(IZ-1+LS*(IT-1))) 
NNF(I,1) = I - IX + 1 + MODdX.LS) 
NNF(I,2) = I - (IY-1-M0D(IY,LS))*LS 
NNF(I,3) = I - (IZ-1-M0D(IZ,LS))*LS2 
NNF(I,4) = I - {IT-1-M0D(IT,LT))*LS3 
NNB(I,1) = I - IX + 1 + M0D(IX+LS-2,LS) 
NNB(I,2) = I - (IY-1-M0D(IY+LS-2,LS))*LS 
NNB(I,3) = I - (IZ-1-M0D(IZ+LS-2,LS))*LS2 
NNB(I,4) = I - {IT-1-M0D(IT+LT-2,LT))*LS3 

10 CONTINUE 
C 

C Initialisierung und Thermalisierung 
C 

WRITE(6,*) (' KaltstartV/) 

DO 12 I = 1,NN 
DO 12 II = 1,4 
12 U(I,I1) = 1. 

DO 15 I = 1, NTHERM 
15 CALL UPDATE (U,NN,NHIT, BETA, NNF.NNB) 
C 

C beta-Schleif e 
C 

DO 90 IBETA = 1,NBETA 

BETA = BETAO + (IBETA - 1)*DBETA 

C sweeps 

NAKZ = 

DO 20 L = 1,NSWEEP 

CALL UPDATE (U , NN , NHIT , BETA , NNF , NNB) 

C 

C Messung 
C 

ACT(L) = 0. 
DO 30 I = 1,NN 

DO 30 K = 1,3 

KPl = K + 1 

V = 0. 

DO 40 Kl = KPl, 4 

II = NNF(I,K) 
12 = NNF(I,K1) 

V = V + U(I1,K1)*C0KJG(U(I2,K))*C0NJG(U(I,K1)) 
40 CONTINUE 

ACT(L) = ACT(L) + U(I,K)*V 
30 CONTINUE 

ACT(L) = (1. - ACT(L)/(6.*NN)) 
20 CONTINUE 

SACTl = 0. 
SACT2 = . 
DO 50 L = 1,NSWEEP 

SACTl = SACTl + ACT(L) 
50 SACT2 = SACT2 + ACT(L)**2 

SACT = SACTl/KSWEEP 
SACT2 = SACT2/NSWEEP 
SACT2 = SACT2 - SACT*SACT 
SACT2 = SqRT(SACT2) 
XAKZ = NAKZ/(4.*NHIT*NSWEEP*NN) 

C 

C Ausdruck 
C 

WRITE(6 ,104) BETA , SACT , SACT2 , XAKZ 
104 FORMATC beta =' ,F7.3,5X, 'mittl. Plakette =',F9.3, 

k ' +/-' ,F6.3,5X, 'Akzeptanz =' ,F7.3/) 
90 CONTINUE 
STOP 
END 

C++++++++++++++++++++ UNTERPROGRAMM UPDATE ++++++++++++++++++++++++++++++ 
SUBROUTINE UPDATE (U,NN, NHIT, BETA, NNF, NNB) 

C 

C Neue Versuchs-Konf iguration ("Update") 
C 

COMPLEX U(NN,4) ,V,W,W1,ZPI 
DIMENSION NNF(NN,4) ,NNB(NN,4) 
DOUBLE PRECISION DSEED 
COMMON /ZUF/ DSEED, ZP I, DELTA 
COMMON /PAR/ NAKZ 
DO 10 I = 1,NN 
DO 10 K = 1,4 
V= 0. 

DO 20 Kl = 1,4 

IF (Kl .EQ. K) GO TO 20 

11 = NNF(I,K) 

12 = NNF(I,K1) 

14 = NNB(I,K1) 

15 = NNF(I4,K) 

V = V + U(I1,K1)*C0NJG(U(I2,K))*C0NJG(U(I,K1)) 

a + U(I4,K1)*CDNJG(U(I5,K))*C0NJG(U(I4,K1)) ! Birbaumer- 

! Korrektur 

20 CONTINUE 
C 

C Metropolis-Algorithmus 
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DO 30 KIND = 1,NHIT 

CALL CREATE(Wl) 

W = W1*U(I,K) 

SKEU = V*W 

SALT = V*U(I,K) 

DACT = (SNEU - SALT)*BETA 

IF (DACT .LT. 0.) THEN 
P = EXP (DACT) 
XR = ZUFALL(DSEED) 

END IF 

IF (DACT .GE. 0.) GO TO 7 
IF(XR .GT. P) GO TO 30 

= W 

NAKZ + 1 



30 
10 



U(I,K) 
NAKZ ' 
CONTINUE 

CONTINUE 

RETURN 

END 



UNTERPROGRAMM CREATE 



SUBROUTINE CREATE (U) 

erzGugt neues exp(i theta) 

DOUBLE PRECISION DSEED 
COMPLEX U.ZPI.AO 
COMMON /ZUF/ DSEED, ZPI, DELTA 
AO = ZUFALL(DSEED)*ZPI 
U = CEXP(AO) + DELTA 
U = U/CABS(U) 
RETURN 
END 

+++++++++++++++++++++ UNTERPROGRAMM ZUFALL 

FUNCTION ZUFALL (DSEED) 

erzeugt gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall [0,1] 

DOUBLE PRECISION A,C 

DATA A,C /16807. DO, 2147483647. DO/ 

DSEED = DMOD(A*DSEED,C) 

ZUFALL = DSEED/C 

RETURN 

END 



Wonn wir dieses Programm auf cincm 8 -Gittcr ^'kalt" startcn und mit 100 ''Sweeps" und 5-maligcm Wicdcrholcn dcr Monte-Carlo- Vcrsuche 
fiir 20 vcrschicdenc ^-Werte laufcn lassen f^ . crhalten wir folgenden Ausdruck: 



U(l) - Thcoric auf ( 8**3)* 
NTHERM = 20 NHIT : 



Gittcr 

: 5 NSWEEP 



100 



DELTA = 1.5 



Kaltstart 






















beta 




0.100 


mittl. 


Plakette 







950 - 


f- 


004 


Akzeptanz 




0.969 


beta 




0.200 


mittl. 


Plakette 







901 - 


f- 


004 


Akzcptanz 




0.938 


beta 




0.300 


mittl. 


Plakette 







852 - 


f- 


004 


Akzeptanz 




0.908 


beta 




0.400 


mittl. 


Plakette 







804 - 


f- 


004 


Akzcptanz 




0.878 


beta 




0.500 


mittl. 


Plakette 







754 - 


f- 


004 


Akzeptanz 




0.848 


beta 




0.600 


mittl. 


Plakette 







706 - 


f- 


005 


Akzeptanz 




0.819 


beta 




0.700 


mittl. 


Plakette 







654 - 


f- 


004 


Akzcptanz 




0.788 


beta 




0.800 


mittl. 


Plakette 







599 - 


f- 


006 


Akzcptanz 




0.758 


beta 




0.900 


mittl. 


Plakette 







536 - 


f- 


007 


Akzcptanz 




0.725 


beta 




1.000 


mittl. 


Plakette 







432 - 


f- 


022 


Akzcptanz 




0.682 


beta 




1.100 


mittl. 


Plakette 







311 - 


f- 


024 


Akzcptanz 




0.636 


beta 




1.200 


mittl. 


Plakette 







251 - 


f- 


004 


Akzcptanz 




0.608 


beta 




1.300 


mittl. 


Plakette 







224 - 


f- 


003 


Akzcptanz 




0.589 


beta 




1.400 


mittl. 


Plakette 







203 - 


f- 


003 


Akzcptanz 




0.572 


beta 




1.500 


mittl. 


Plakette 







188 - 


f- 


003 


Akzcptanz 




0.556 


beta 




1.600 


mittl. 


Plakette 







174 - 


f- 


002 


Akzcptanz 




0.542 


beta 




1.700 


mittl. 


Plakette 







162 - 


f- 


002 


Akzcptanz 




0.529 


beta 




1.800 


mittl. 


Plakette 







152 - 


f- 


002 


Akzcptanz 




0.516 


beta 




1.900 


mittl. 


Plakette 







143 - 


f- 


002 


Akzcptanz 




0.504 


beta 




2.000 


mittl. 


Plakette 







135 ^ 


f- 


002 


Akzcptanz 




0.493 



'Das benotigt ca. 1.5 min auf einem 2 GHz PC, fiir das 12'-Gitter sind es ctwa 7.5 min. 
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Anhang 



Tragt man die Ergebnisse fiir verschiedene Gitter-Grossen graphisch auf (Abb. [25]) . so sieht man, dass bei 
/? ~ 0.9 — 1.2 cine starke Anderung der mittleren Plakette erfolgt, d.h. der vermutete Phaseniibergang von der 
einschliessenden Phase ( grosse ^ kleine /3 ) zur Coulombphase ( kleine ^ grosse /3) stattfindet. 
Da wir auf einem sehr kleinen, endlichen Gitter arbeiten, ist dieser Ubergang nicht so abrupt, wie im unendlichen 
System, wo der Ordnungsparameter in der Phase, in der die Elektronen und Positronen frei sind, verschwindet. 
Trotzdem stimmt unser Ergebnis ganz gut mit den bcsten Rechnungen iiberein, die den Phaseniibergang bei 
f3 = 1.011131(6) lokahsieren [ST]. 
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— T" 
1.0 
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Abb. 25 



Mittlerc Plakette (P) als Funktion von f3 ~ 2/5^ fiir verschiedene Gittcr-Grosscn. Zur besseren 
Sichtbarkeit sind die Ergebnisse fiir das 8'*-Gitter um den konstanten Wert 0.1 nach unten. diejcnigen 
fiir das 12^-Gittcr um 0.1 nach obcn gehoben worden. 
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Ubungcn 



Ubungen zu der Vorlesung " Pfadintegrale in der Quantenphysik'' 



1. Folge 



Aufgabe 1 : Man zeige, dass 

a) der freie Propagator (das Matrixelement des Zeitentwicklungs-Operator) die Schrodinger-Gleichung 

dU{b,a) _ d^U{b,a) 



ih ■ 



dtb 2m dxf 



b) die freie greensche Funktion G{b,a) = —j- Q{t}, — ta) U{b,a) die Gleichung 

d ft2 ^2 \ 
ift— + — —-2 G(6, a) = d{ta - h) S{xa - Xb) 



erfiiUt. 



Aufgabe 2 : Man bestimme die klassische Wirkung fiir 

a) ein freies Teilchen 

b) einen harmonischen Oszillator 

c) einen harmonischen Oszihator unter dem Einfluss einer ausseren zeitabhangigen Kraft. 

Aufgabe 3 : Fiir ein zeitabhangiges Potential V{x,t) lautet die Schrodingergleichung fiir den Zeitent- 
wicklungs- Operator 

^^l^^-l^H{t)U{t,to) mit U{to,to)^l 
ot n 

und die formale Losung ist nicht niehr exp I —iH(t — to)/^) sondern 



■jexp ^ 



U{t, to) = T\ exp [-1 dT H{T)/h) 



wobei T das Zeitordnungs-Symbol ist. 

a) Zeige, dass U unitar ist, wenn H{t) hermitesch ist 

b) Beweise das Kompositionsgesetz U{t,to) — U){t,ti) U{ti,to) 

c) Zeige damit und der iiblichen Zeitstiickelungs-Methode, dass die Pfadintegral-DarsteUung der Matrix- 

elemente von U die alte Form behah, d. h. dass kein Zeitordnungs-Symbol notwendig ist. 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 

2. Folge 

Aufgabe 4 : Berechne 

a) die Funktional-Ableitung ffir S[x] ^ J^yt [^x^{t) -V{x{t))] , 

b) die zweite Funktional-Ableitung sx{J) Sx((t') Wirkung in a) und leite die funktionale Taylor- 

Entwicklung der Wirkung S um die klassisclie Bahn ab. 

c) Berechne die Funktional-Ableitung des erzeugenden Funktionals 

Z[J] = j exp ^S[x\ + dt xit) Jit) 

nach der ausseren Quelle J {a). 

Aufgabe 5 : Wigner fiihrte 1932 die nach ihm benannte Transformation 



Aw{x,p) = 1 "dy |i| e^P-^/'^ 



fiir einen beliebigen quantenmechanischen Operator A ein. Die Wigner- Transformierte Aw{x,p) ist 
die der klassischen Beschreibung am nachsten kommende Form des quantenmechanischen Operators. 
Zeige aus der Umkehr- Transformation, dass fiir die klassische Phasenraum-Funktion Av/ix^p) = p™ a;" 
die Weyl'sche Quantisierungs-Vorschrift fiir den quantenmechanischen Operator A folgt. Berechne die 
Wigner- Transformierte fiir die Dichtematrix A ~ \ijjn) (V'nl i™ Grundzustand (n = 0) und ersten an- 
geregten Zustand (n = 1) des harmonischen Oszillators und untersuche, ob diese Funktionen iiberall 
positiv sind. 

Aufgabe 6 : Zeige, dass fiir eine klassische Bewegung von (zq, to) nach {x^, tb) die Energie eines Teilchens 
am Anfangspunkt durch 

und sein Impuls durch 



dXa 

gegeben ist, wobei S\^\{xb,tb■,Xa^ta) seine klassische Wirkung ist. Priife fiir den freien Fall und fiir den 
harmonischen Oszillator nach. 
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Ubungcn 



Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik' 



3. Folge 



Aufgabe 7 : Fiir ein geladenes Teilchen im Magnetfeld B(x) rot A(x) lautet die klassische Hamilton- 



a) Aus dem Phasenraum-Pfadintegral leite man die Lagrange- Form des Pfadintegrals fiir den Zeitentwick- 

lungs-Operator (Propagator) des Teilchens ab. 

b) Wie verhalt sich der Propagator unter einer Eichtransformation A(x) — > A(x) +gradA(x) ? 

c) Zeige, dass nur mit der Mittelpunktsregel in der diskreten Form des Pfadintegrals die richtige Schro- 

dinger-Gleichung erhaltcn wird, wenn man 

ip {x.t + e) =< x\ U{t + e,t) \ i/j{t) > fiir kleine e berechnet. 



Aufgabe 8 : Betrachte die Familie von (eindimensionalen) klassischen Pfaden, die x — a zum Zeitpunkt t — 
mit Impuls p verlassen. Zeige, dass 



Funktion 




J{p,t) 



dx{p,t) 
dp 



— lim 

e-fO 



x{p + e,t) -x{p,t) 



e 



a) die Jacobi-Gleichung erfiillt 




b 




a 



mit J(p, 0) = 0, dJ{p, t)/dt = 1/m ; 



b) dies fiir eine allgemeine quadratische Lagrange-Funktion mit der Gel'fand-Yaglom-Gleichung 

identisch ist ; 

c) J am Endpunkt durch die klassische Wirkung S{xb,ti,; Xa,ta) (mit Hilfe des Ergebnisses in 

Aufgabe [6]) folgendermassen ausgedriickt werden kann: 

1 d^S 



J{p,tb) dxadxb ' 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 



4. Folge 



Aufgabe 9 : Betrachte die l-dimensionale Bewegung eines Teilchens im harmonischen Potential. 

a) Wende das Kompositionsgesetz auf den (expliziten Ausdruck fiir den) Propagator des harmonischen 

Oszihators an 

/ + 00 
dxc C/'"°- (xb, h; x„ t,) J7''-0- {x„ Xa, to) 
-oo 

und zeige, dass dieser tatsachlich eine Maslov-Phase —i erhah, wenn Ti ^ tc ~ ta < tt/w ,T2 = 
tb — tc < tt/w ist, aber T1+T2 > vr/cj, also, wenn das Teilchen im Zeitraum zwischen ta und tb durch 
einen Fokalpunkt geht. 

b) Berechne die Zustandssumme fiir ein Teilchen im harmonischen Potential mit der komplexen 

Fourier- Entwicklung 

x(r) = 2_, Cfc exp J . x{0) = x{l3h) 

des Pfades. Zeige, dass = c-k und dass man daher iiber Reco, Reci . . . und iiber Imci, Imc2 . . . 
unabhangig integrieren kann. 

Aufgabe 10 : Im Limes T -> cx3 ist auch Xki(T — tq) = tanh ^ {t — tq) eine Losung der klassischen Bewe- 
gungsgleichung fiir ein Instanton im Doppelmulden-Potential V{x) — ^^^r (2^^ ~ a^) ■ Wegen der 
Zeit-Translationsinvarianz ist die "Position" tq des Instantons beliebig. 



a) Zeige, dass der Operator 



Ov = ~m— + V" {xm{t - to)) 



der die quadratischen Fluktuationen um die klassische Losung beschreibt, dann einen Eigenwert 
Null ("zero mode") bcsitzt mit Eigenfunktion 

const. 

a;o (t — Tq ) = 2 ■ 

cosh [ljj (r — To) /2] 

b) Zeige, dass die Zeitverschiebung tq — > tq -I- e diese Null-Mode generiert, und dass nur diejenigen 

quadratischen Fluktuationen mitgenommen werden miissen, die orthogonal zur Instanton-Losung 
sind. 

c) Leite die korrekte semiklassische Behandlung mit Hilfe des Fadeev-Popov- Tricks ab: multipliziere 

das Pfadintegral mit 

dX]^\{T - Tq) 



+T/2 , / \ -1 



1 = / dTo5 (a;ki(T - tq)) 

J -T/2 

verschiebe in der Zeit r und zeige damit 

hT/2 

dr y{T) Ov vir) 



Vy exp 



1 

2h 



I -T/2 

wobei in det' O die Null- Mode ausgeschlossen ist. 



const. • T [det' O] 



-1/2 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 



5. Folge 



Aufgabe 11 : In der feynmanschen Variationsrechnung fiir das Polaron erhalt man fiir die Grundzu- 
stands-Energie 

Eo < Ep ^ —{v - wy -= / du 



mit 



1/2 

III ■/ f - — - 1 1 I 



9 9 9 

W V — W 



Hierbei sind v und w zwei Variationsparameter fiir die Starke (w^ = w'^ + AC/w) und die Retardierung 
der Versuchswirkung. 

a) Bestimme das Variations-Minimum fiir kleine Kopplungs-Konstanten a durch den Ansatz v = w(l+e), 

wobei e = 0{a) ist. Zeige, dass die tiefste Energie Ep = — a — a^/81 — ©(a"^) fiir w = 3 und e = 2a/27 
erreicht wird. 

b) Bestimme das Variations-Minimum fiir grosse Kopplungs-Konstanten a durch den Ansatz v ^ w. 

Zeige, dass die tiefste Energie Ep = — a^/(37r) fiir v = 4a^/(97r) erreicht wird. 

Aufgabe 12 : Man zeige, dass die koharenten Zustande des harmonischen Oszihators, die durch 

a}\ z > = z \ z > 



definiert werden konnen, Zustande minimaler Unscharfe sind, indem man 

(Ax) 



2_ < Z \ \ Z > / < Z \ X \ Z >^ 



(Ap) 

berechnet. 

Aufgabe 13 : Man beweise, dass 
a) 



< z \ z > \ < z \ z > ^ 

2 _ < z\p'^ \ Z > / < z\p \ Z 



< z \ z > \ < z\ z > 



detA =exp(SplnA) 



b) 



^detA(A) = Sp(^^^A-\X) ] ■ detA(A) 
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6. Folge 



Aufgabe 14 : Gegeben eine Grafimann- Algebra mit einem Generator 4 ■ Zeige, dass fiir alle analytischen 
Funktionen /(4) = /o + fii, die Grafimann (5-Funktion durch 

5(4 - 4') = J drj e-"(«-«') 

gegeben ist, d.h. dass 

' de s{i; - ana = fio gnt. 



Aufgabe 15 : Zeige, dass die freie Energie F{/3), die durch 



definiert ist, imnicr kleiner als die Grundzustands-Energie Eq ist und monoton zunimmt: 

Fi/3)>Eo , F'(/3)>0 V/?>0. 



Aufgabe 16 : Berechne die Pekar-Konstante fiir die Energie des Polarons bei grosser Kopplungs- 
konstante a { Eq ) aus dem Minimimal-Funktional 



iv,y) ■= / dry^{r) = 1 
Jo 

a) mit dem Ansatz 

y{r) = Ce"''/'^ 

b) mit dem Ansatz 

durch Variation nach dem freien Parameter a und zeige, dass das Ergebnis unabhangig vom willkiirhchen 
Skalenparameter k ist. 

c) Modifiziere das angegebene Programm zur numerischen Berechnung von 7p fiir doppeh-genaue Arith- 

metik und zeige, dass mit FTOL = 10^* und NMAX — 12 der genauere Wert 

7P = -0.10851197(2) 

erhalten wird. 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 

7. Folge 



Aufgabe 17 : Berechne das divergente Integral, das in der 1. Ordming Storungstheorie die Selbstenergie in 
der $^-Theorie bestimmt 



A . w r d'^k 1 



2'" J {2Try F-m2+i0+ 

in d Dimensionen (dimensionale Regularisierung: 1 Zeit- und d—1 Raumdimensionen ). Hierbei ist 
Ho ein Massenparameter, der eingefiihrt wird, um die Kopplungskonstante A fiir alle d dimensionlos zu 
behalten. In welcher Dimension konvergiert dieses Integral ? 

Hinweis: Verwende die Schwinger-Darstellung fiir den freien Propagator 







fc2 - m2 + i 0+ 

und das iibliche gaui3sche Integral (Achtung: Minkowski-Metrik!). Zcige, dass das Ergebnis 

^'"-I'-S (^)'"r(i-<i/2) 

reell ist und studiere mit Hilfe der Eigenschaften der Gammafunktion T{x) den Grenzfall e — 0, wenn die 
Dimension d = 4 — 2e gesetzt wird. 

Aufgabe 18 : Betrachte ein System freier, skalarer Teilchen, die in N Arten $i (mit gleicher Masse) vorkom- 
men, so dass ihre Lagrange-Dichte 



lautet. Zeige fiir den speziellen Fall N — 2, dass fiir positiv und negativ geladene skalare Teilchen die 
freie Lagrange-Dichte als 

geschrieben werden kann, wobei $ jetzt ein komplexes Feld ist. Bcstimme das freie erzeugende Funk- 
tional 

Mr.ji = /i,*.i>*exp[,/<i..(4" + ,r(.)*w + *-(.).w) 

und die entsprechenden freien Zweipunkt-Funktionen ($* (a;i)$(a;2)) , ($(xi)$(a;2)). 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 

8. Folge 



Aufgabe 19 : Betrachte die Fourier- Transformation einer gewohnlichen Funktion f{x) entwickelt nach 
Momenten 

fit) / dx fix) e^*^ = ^ TO„ , m^= j dxx'' f{x) , 

die alle existieren sollen. Fiir toq 7^ ist die Kumulanten-Entwicklung von f{t) durch 



n 



fit) =: mo exp < ^ A„ 

L n= 

definiert. 

a) Zeige, dass die Kumulanten An rekursiv aus den Momenten nin durch 

A„+i = — ^^ii — ( ) — ^ Afe+i , n — (die Summe ist dann leer) , 1, . . . 
mo ^ \kj ma 

hervorgehen und gib die ersten vier (die in der Statistik die Namen "Mittelwert (mean)", "Varianz 
(variance)", "Schiefe (skewness)" und "Exzess (excess)" tragen) explizit an. 

Hinweis: Differenziere die Momenten- und Kumulanten-Entwicklung nach dem Parameter t und 
vergleiche die jeweilige Potenz von t. 

b) Verallgemeinere die Kumulanten-Entwicklung auf die Funktional-Darstellung des erzeugenden Funk- 

tionals und gib die vier ersten verbundenen greenschen Funktionen an. Welche Vereinfachungen 
ergeben sich, wenn die Wirkung gerade ist ( S'[— <&] = 'S'[<1'])? 



Aufgabe 20 : Gegeben die efTektive Wirkung 

r[$] = W - j d^x Jix)^ix) 
einer skalaren Theorie mit erzeugendem Funktional 

5W[J] 



Beweise, dass 



und 



Z[J] = eyi-piiW[J]lh) und $(a;) - ^j^^^ 



S^ix-y) ^ - d'^z 



(5$(z)(5$(y) 5Jiz)5Jiy) 
gelten. 

Die 2-Punkt- Funktion kann im Impulsraum als G^'^\p) = ip^ — rn? — S(p)) 
geschrieben werden. Zeige damit, dass r(^)(p) die Selbstenergie I](p) als Summe 
aller einteilchen-irreduziblen Beitrage zur 2-Punkt- Funktion liefert. 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 

9. Folge 



Aufgabe 21 : Betrachte geladene skalare Teilchen, die durch die Lagrange-Dichte 

£1 = _ (to2 + 2mV{x)) |$|^ , 

beschrieben werden, wobei V(x) ein ausseres Potential ist. 

a) Zeige mit Hilfe des Ansatzes 

V 2m 

dass im Grenzfall m — > 00 die Wirkung in diejenige eines nichtrelativistischen Systems von Teilchen 
im iiusseren Potential V{t,K) iibergeht. 

b) Berechne das exakte erzeugende Funktional fiir dieses System und zeige, dass die Zweipunkt-Funktion 

(der Propagator) durch 



($*(a;2)$(a;i)) = Gix2,xi) = i { X2 
gegeben ist. 



1 



-d^ - - 2mV{x) + iO+ 



Xl 



c) Zeige, dass unter Verwendung der Fock-Schwinger-Darstellung 

A + tO+ Jo 

G{x2,xi) wie ein nichtrelativistisches Pfadintegral geschreiben werden kann: 



G{x2,xi) = 

Zm 



S[x{t)] = / dT 

Jo 



x(T) = X2 



x(0)—xi 



--±{rf + V{x{T)) 



Die Pfade x^{t) werden jetzt durch die Eigenzeit t parametrisiert, die von bis T lauft, woriiber 
anschliessend mit deni Gewicht exp{—imT/2) integriert wird (Weltlinien-Darstellung). 

d) Fiihre dieselben Schritte fiir den Fall durch, dass die Teilchen sich in einem ausseren Vektorpotential 
A^(x) bewegen und die Lagrange-Dichte 

£2 = |(a-ieA)$|^-m2|$|^ , 

lautet. Hinweis: verwende die Verallgemeinerung des Ergebnisses aus Aufgabe [7] a) . 
Untersuche den speziellen Fall eA^ = (V, 0). 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 



10. Folge 



Aufgabe 22 : Beweise 



--ax 



exp 



+ C30 



y—ax 



Hinweis: Benutze die Fourier- Transformation F{y) — dtF{t) exp{—ity) / {2n) und die Tatsache, dass 
ex:p{td / dx) f{x) = f{x + t) eine Verschiebung bewirkt. 

Zeige mit der Verallgemeinerung auf Funktional-Ableitungen, dass das erzeugende Funktional einer 
wechselwirkenden skalaren Theorie als 



Z[J] 



const, exp 



(j,aj: 



exp 



— A— 

2 \ 6ip' 6ip 



exp 



i / d^x V{ip) 



ip=AJ 



geschrieben warden kann, wobei A(fc) = — rn^ + iO) der freie Propagator ist. Priife in der 

Theorie nach, ob man die erste Korrektur a;i[J] (Gl. p.29p ) zum freien erzeugenden Funktional aus 
dieser Darstellung erhalt. 



Aufgabe 23 : Wie in Aufgabe 1181 betrachte man skalare Teilchen, die in N Arten $i (mit gleicher Masse 
m ) vorkommen, jetzt aber eine Selbst-Wechselwirkung haben 

2 



1 ^ 



-3 IE*? 



N 



4! 



(Im theoretischen Jargon wird dies eine "0(N)-symmetrische $*-Theorie" genannt). 
Fiihre zusatzlich zu den iiblichen Quellen Ji{x) eine Quelle K{x) , die an $f koppelt: 

/ N \ r 1 ^ ^ 1 

Z[J,,K] := ( ny^'^O ' y ^'2;/:W--i^(a;)^<i>2(x)+^J,(x)<i>,(x) 

a) Zeige, dass das erzeugende Funktional der wechselwirkenden Theorie durch 



gegeben ist. 
b) Beweise, dass 



Z[A]^e^p['-^Jd'x^^] Zo[J.,K] 



N 



K=0 



Zq[J„K] = const, exp ( ^ ( J, |0| J,) - ^ Sp In O 



JWo[Ji,K] 



2 ^ ' ' ' ' 2 

\ i / 

mit O = (-92 _ ^2 _ j^yl gji^ 

c) Zeige, dass die Korrektur 1. Ordnung fiir das erzeugende Funktional Z[Ji\ jetzt 

Wo / 5Wq 



UJl[Ji] 



6 



d'^x 



5K{xY ( '6K{x) 



K=0 



lautet und bestimme damit die Symmetriefaktoren fiir die einzelnen Graphen 1. Ordnung in Ab- 
hangigkeit von der Anzahl N der Komponenten des Feldes 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 

11. Folge 



Aufgabe 24 : Berechne durch Fourier- Transformation in d Dimensionen den freien Propagator im Orts- 
raum 



a) fiir ein skalares Teilchen (verwende Gl. p.20p ) 

b) fiir ein Photon in kovarianter Eichung mit Eichparameter A (verwende Gl. p.l34[) ) 

Verwende dabei (wie in Aufgabe I17p die Schwinger-Darstellung des jeweiligen Nenners und das gauBsche 
Integral im Minkowski-Raum. Wie verhalten sich diese Propagatoren, wenn der relative Abstand der 
Raum-Zeit-Punkte klein oder gross wird ? 



Aufgabe 25 : Leite aus dem erzeugenden Funktional der QED den vollen (wechselwirkenden) Propagator 
eines Elektrons durch Funktional-Differentation ab, integriere das Elektron-Feld aus und zeige, dass man 



G2(P) 



J d'^ix - y) e-^P(^-2') j VA{x\ Q-^ \y ) Det O e*^°[^l , O = ■ 



e jfi-{x) — mo + iO^ 



mit So[A] als Photon- Wirkung erhalt. 

Die Bloch-Nordsieck-Naherung fiir den wechselwirkenden Elektron-Propagator besteht in der Ver- 
nachlassigung der Determinante im Pfadintegral, die Vakuum-Polarisation beschreibt, und der Ersetzung 
der Dirac-Matrizen durch einen konstanten Vierer-Vektor 

- -Pm 
If, — > u^, = — , 
m 

so dass die Beziehung j) = m auf der Massenschale bewahrt wird. 



a) Verwende wieder die Schwinger-Darstellung und beweise 



exp 



iT (iu ■ d — eu ■ A{x) — mo ) 



= cxp 



iT [iu ■ d — mo ) 



■ exp 


—le 1 




L Jo 



dr u ■ A{x + ut) 



Fiihre damit die Funktional-Integration iiber das Photon-Feld aus und zeige, dass man 



Gab) - Gf^(p) = / dT exp 
Jo 



i {u ■ p — mo ) T — i 



erhalt, wobei 



S(T) = - 



dr dr' u" A^^(m(t-t')) 



durch den Photon-Propagator A^^(a; — y) im Ortsraum bestimmt ist. 
b) Berechne S(p, T) in dimensionaler Regularisierung (e^ — > ^q"'^) unter Verwendung des Ergebnisses 
aus Aufgabe 1241 b) in d = 4 — 2e Dimensionen. Entwickle das Resultat bis zur Ordnung e° und 
zeige damit 



G^b) = rfTexp 



■ P 



-T + K In fioT + c 



= iZo 



(p2 - m2 -f iO+y+'^ 



Bestimme Z2, mo in dieser Naherung und zeige, dass der Exponent k vom Eichparameter A abhangt. 
Zeige, dass die InT-Abhangigkeit, bzw. die wesentliche Singularitat des Elektron-Propagators bei 
p2 — ,^2 .^Qj-^ jjgj, Masselosigkeit der Photonen herriihrt. 
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Ubungen zu der Vorlesung "Pfadintegrale in der Quantenphysik" 



12. Folge 



Aufgabe 26 : Um eine Eichtheorie quantisieren zu konnen, braucht man eine Eich-Fixierung und Faddeev- 
Popov-Geister, die nichtphysikalische Freiheitsgrade wegnehmen. Zeige, dass die Lagrange-Dichte (|3.141aP 

C = Cf + Cg + Ceich + -CfP , ^eich — B'^ — B"^ 8 ■ A"" 

einer nichtabelschen Eichtheorie mit kovarianter Eichfixierung, Faddeev-Popov-Geistern und Hilfsfeld B'^ 
invariant ist unter der Becchi-Rouet-Stora-Tyutin (BRST)-Transformation: 







mit einem konstanten grafimann-wertigen Parameter oj . Zeige zuerst, dass die BRST- Transformation 
eine speziehe lokale Eichtransformation ist, mit dem Paramater 8°(a;) — \ "{x) ■ Berechne dann die 
Variation von D^^\'' und damit diejenige von von Ceich + Cpp- 

Hinweis: Verwende die Jacobi-Identitat fiir die Strukturkonstanten 

jade jbcd _j_ jhde jcad jcde jabd q 



Aufgabe 27 : Berechne die freie 2-Punkt-Funktion auf einem euklidischen Raum-Zeit-Gitter. 

a) Leite Gl. p.24ip ') fiir ein skalares Feld ab. 

Hinweis: Berechne zuerst (wie im Kontinuum) das erzeugende Funktional 



mit der (A = 0)-Wirkung aus Gl. p.238p durch Gaufi-Integration und danach die 2-Punkt-Funktion 
durch DifFerentation nach den ausseren Quellen. Verwende zur Inversion des Kerns K , der den 
quadratischen Anteil der Wirkung bestimmt, die Fourier-Darstehungen 

/+ir/a Ml, r+TT/a Mi 

dk -n=a' ^ K{k) e^H^-Oa . 

b) Leite Gl. (I3.244p fiir cin fermionisches Feld ab. Verwende dabei die euklidische Wirkung 



m 



uix) 



mit den euklidischen Dirac-Matrizen 7^, und die naive Diskretisierung der Ableitung 



